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Permuta*ons	
  and	
  combina*ons	
  

•  Combinatorics,	
  the	
  study	
  of	
  arrangements	
  of	
  
objects,	
  is	
  an	
  important	
  part	
  of	
  discrete	
  
mathema?cs.	
  

•  Combinatorics	
  are	
  used	
  in	
  
– Discrete	
  probability:	
  What	
  is	
  the	
  probability	
  to	
  
guess	
  a	
  6-­‐symbols	
  password	
  in	
  the	
  first	
  abempt?	
  

– Analysis	
  of	
  algorithms:	
  Why	
  a	
  comparison-­‐based	
  
sor?ng	
  algorithm	
  cannot	
  be	
  more	
  efficient	
  than	
  	
  
	
  cnlogn	
  for	
  any	
  constant	
  c.	
  



The	
  Rule	
  of	
  Sum	
  

•  If	
  the	
  first	
  task	
  can	
  be	
  performed	
  in	
  m	
  ways,	
  while	
  a	
  second	
  
task	
  can	
  be	
  performed	
  in	
  n	
  ways,	
  and	
  the	
  two	
  tasks	
  cannot	
  
be	
  performed	
  simultaneously,	
  performing	
  either	
  task	
  can	
  
be	
  accomplished	
  in	
  any	
  one	
  of	
  m	
  +	
  n	
  ways.	
  

•  Example:	
  A	
  deck	
  of	
  cards.	
  
–  How	
  many	
  ways	
  can	
  I	
  draw	
  a	
  heart?	
  (13	
  ways)	
  
–  How	
  many	
  ways	
  can	
  I	
  draw	
  	
  a	
  heart	
  and	
  a	
  spade?	
  (13	
  +	
  13	
  =	
  26	
  
ways)	
  

–  	
  ....	
  a	
  heart	
  or	
  a	
  king	
  of	
  spade?	
  (13	
  hearts	
  and	
  1	
  king	
  	
  à	
  14	
  ways.)	
  
–  	
  ....	
  a	
  king?	
  (4	
  ways)	
  
–  	
  ....	
  a	
  heart	
  or	
  a	
  king?	
  (13	
  hearts	
  (includes	
  1	
  king)	
  +	
  3	
  other	
  kings)	
  



The	
  Rule	
  of	
  Product	
  

•  If	
  a	
  procedure	
  can	
  be	
  broken	
  down	
  into	
  n	
  stages	
  and	
  
second	
  stages,	
  and	
  if	
  there	
  are	
  m	
  possible	
  outcomes	
  for	
  
the	
  first	
  stage	
  and	
  if,	
  for	
  each	
  of	
  these	
  outcomes,	
  there	
  
are	
  n	
  possible	
  outcomes,	
  the	
  total	
  procedure	
  can	
  be	
  
carried	
  out,	
  in	
  the	
  designated	
  order,	
  in	
  m.n	
  ways.	
  

•  Example:	
  A	
  new	
  company	
  with	
  two	
  employees	
  rents	
  a	
  
floor	
  of	
  a	
  building	
  with	
  12	
  offices.	
  How	
  many	
  ways	
  are	
  
there	
  to	
  assign	
  different	
  offices	
  to	
  these	
  two	
  employees?	
  
–  	
  The	
  office	
  to	
  the	
  first	
  employee	
  can	
  be	
  done	
  in	
  12	
  ways.	
  
–  	
  Aler	
  the	
  first	
  assignment,	
  the	
  office	
  to	
  the	
  second	
  employee	
  
can	
  be	
  assigned	
  in	
  11	
  ways.	
  By	
  the	
  product	
  rule,	
  there	
  are	
  12.11	
  
=	
  132	
  ways	
  to	
  assign	
  12	
  offices	
  to	
  two	
  employees.	
  



Permuta*ons	
  



Permuta*ons	
  



The	
  Number	
  of	
  Permuta*ons	
  



Example	
  



Permuta*ons	
  with	
  Repe**ons	
  



Permuta*ons	
  with	
  Repe**ons	
  



Example	
  



Combina*ons	
  

•  How	
  many	
  commibees	
  of	
  three	
  students	
  can	
  
be	
  formed	
  from	
  a	
  group	
  of	
  four	
  students?	
  

•  Solu?on:	
  To	
  answer	
  this	
  ques?on,	
  we	
  need	
  
only	
  to	
  find	
  the	
  number	
  of	
  	
  subsets	
  with	
  three	
  
elements	
  from	
  the	
  set	
  containing	
  four	
  
elements.	
  As	
  is	
  easily	
  seen,	
  there	
  are	
  four	
  such	
  
subsets.	
  Note	
  that	
  order	
  in	
  which	
  these	
  
students	
  are	
  chosen	
  does	
  not	
  maber.	
  



Combina*ons	
  



Example	
  



Combina*ons	
  with	
  Repe**ons	
  



Combina*ons	
  with	
  Repe**ons	
  



Combina*ons	
  with	
  Repe**ons	
  

•  Theorem:	
  There	
  are	
  C(n+r-­‐1,n-­‐1)	
  r-­‐combina?ons	
  
from	
  a	
  set	
  with	
  n	
  elements	
  when	
  repe??ons	
  of	
  
elements	
  are	
  allowed.	
  

•  This	
  is	
  equivalent	
  to	
  placing	
  r	
  balls	
  
(indis?nguishable)	
  into	
  n	
  bins.	
  



Example	
  



Example:	
  Consider	
  the	
  set	
  {a,	
  b,	
  c,	
  d}.	
  Suppose	
  we	
  
select	
  two	
  lebers	
  from	
  these	
  four.	
  Depending	
  on	
  our	
  
interpreta?on,	
  we	
  may	
  obtain	
  the	
  following	
  answers.	
  
•  Permuta?ons	
  with	
  repe??ons.	
  The	
  order	
  is	
  important,	
  

repe??ons	
  allowed.	
  In	
  this	
  case	
  there	
  are	
  4	
  x	
  4	
  =	
  16	
  possible	
  
selec?ons.	
  



Example:	
  Consider	
  the	
  set	
  {a,	
  b,	
  c,	
  d}.	
  Suppose	
  we	
  
select	
  two	
  lebers	
  from	
  these	
  four.	
  Depending	
  on	
  our	
  
interpreta?on,	
  we	
  may	
  obtain	
  the	
  following	
  answers.	
  
•  Permuta?ons	
  without	
  repe??ons.	
  The	
  order	
  is	
  important,	
  

repe??ons	
  are	
  not	
  allowed.	
  In	
  this	
  case	
  there	
  are	
  4	
  x	
  3	
  =	
  12	
  
possible	
  selec?ons.	
  



Example:	
  Consider	
  the	
  set	
  {a,	
  b,	
  c,	
  d}.	
  Suppose	
  we	
  
select	
  two	
  lebers	
  from	
  these	
  four.	
  Depending	
  on	
  our	
  
interpreta?on,	
  we	
  may	
  obtain	
  the	
  following	
  answers.	
  
•  Combina?ons	
  with	
  repe??ons.	
  The	
  order	
  is	
  not	
  important,	
  

repe??ons	
  are	
  allowed.	
  In	
  this	
  case	
  there	
  are	
  4	
  x	
  3/2	
  +	
  4	
  =	
  10	
  
possible	
  selec?ons.	
  



Example:	
  Consider	
  the	
  set	
  {a,	
  b,	
  c,	
  d}.	
  Suppose	
  we	
  
select	
  two	
  lebers	
  from	
  these	
  four.	
  Depending	
  on	
  our	
  
interpreta?on,	
  we	
  may	
  obtain	
  the	
  following	
  answers.	
  
•  Combina?ons	
  without	
  repe??ons.	
  The	
  order	
  is	
  not	
  important,	
  

repe??ons	
  are	
  not	
  allowed.	
  In	
  this	
  case	
  there	
  are	
  4	
  x	
  3/2	
  =	
  6	
  
possible	
  selec?ons.	
  



Fundamentals	
  of	
  Logic	
  

Sec?ons	
  2.1,	
  2.2,	
  2.3,	
  2.4	
  



Logic	
  

A	
  proposi?on	
  is	
  a	
  statement	
  that	
  is	
  either	
  
true	
  or	
  false.	
  	
  Atomic	
  proposi?ons	
  p,q,r…	
  
are	
  combined	
  to	
  form	
  compound	
  
proposi?ons	
  using	
  the	
  following	
  logical	
  
connec?ves	
  :	
  

	
  
	
  



Logical	
  Connec?ves	
  





Truth	
  Tables	
  
Logical	
  operators/connec?ves	
  are	
  defined	
  by	
  truth	
  
tables:	
  	
  

•  Nega?on	
  truth	
  table	
  (unary):	
  

•  Binary	
  truth	
  tables:	
  
	
  

p ¬p 
F 
T 

T 
F 

p q p∧q p∨q p ⊕q p →q p ↔ q 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 

T 
F 
F 
F 

T 
T 
T 
F 

F 
T 
T 
F 

T 
F 
T 
T 

T 
F 
F 
T 



Logically	
  Equivalent	
  
•  Two	
  statements	
  s	
  and	
  s’	
  are	
  logically	
  equivalent,	
  	
  	
  	
  
s	
  ⇔	
  s’,	
  when	
  s	
  is	
  true	
  if	
  and	
  only	
  if	
  s’	
  is	
  true	
  and	
  s	
  is	
  
false	
  if	
  and	
  only	
  if	
  s’	
  is	
  false.	
  

•  The	
  truth	
  value	
  columns	
  of	
  s	
  and	
  s’	
  are	
  the	
  same.	
  



Contraposi*ve	
  vs.	
  Converse	
  

Given	
  an	
  implica?on	
  p	
  →q	
  	
  
•  the	
  converse	
  	
  is	
  q	
  →p	
  
•  the	
  contraposi?ve	
  is	
  ¬q	
  →¬p	
  	
  



Logical	
  Proofs	
  

There	
  are	
  two	
  basic	
  techniques	
  for	
  proving	
  
tautologies	
  and	
  logical	
  equivalences:	
  

•  Build	
  a	
  truth	
  table.	
  	
  Verify	
  that…	
  
–  last	
  column	
  is	
  all	
  TRUE	
  for	
  tautology	
  
–  relevant	
  columns	
  equal	
  for	
  equivalence	
  

•  Using	
  tables	
  on	
  next,	
  derive…	
  
–  TRUE	
  star?ng	
  from	
  supposed	
  tautology	
  
–  1st	
  proposi?on	
  from	
  2nd	
  



Tables	
  of	
  Logical	
  Equivalences	
  

•  Iden?ty	
  laws	
  
Like	
  adding	
  0	
  

•  Domina?on	
  laws	
  
Like	
  mul?plying	
  by	
  0	
  

•  Idempotent	
  laws	
  
Delete	
  redundancies	
  

•  Double	
  nega?on	
  
“I	
  don’t	
  like	
  you,	
  not”	
  

•  Commuta?vity	
  	
  
Like	
  “x+y	
  =	
  y+x”	
  

•  Associa?vity	
  
Like	
  “(x+y)+z	
  =	
  y+(x+z)”	
  

•  Distribu?vity	
  
Like	
  “(x+y)z	
  =	
  xz+yz”	
  

•  De	
  Morgan	
  
	
  



Quan*fiers	
  

•  Existen?al	
  Quan?fier	
  
	
  “∃”	
  reads	
  “there	
  exists”	
  
•  Universal	
  Quan?fier	
  
	
  “∀”	
  reads	
  “for	
  all”	
  
•  Order	
  mabers:	
  	
  
	
  ∃y	
  ∀x	
  R	
  (x,y	
  )	
  and	
  ∀x	
  ∃y	
  R	
  (x,y	
  )	
  	
  may	
  not	
  be	
  
logically	
  equivalent.	
  



DeMorgan	
  Iden**es	
  
•  “Not	
  all	
  true	
  iff	
  one	
  is	
  false.”	
  
–  Conjunc?onal	
  version:	
  

¬(p1∧p2∧…∧pn)	
  ⇔	
  (¬p1∨¬p2∨…∨¬pn)	
  
–  Universal	
  quan?fier	
  version:	
  

¬	
  ∀x	
  P(x	
  )	
  ⇔	
  ∃x	
  	
  ¬P(x	
  )	
  
•  “Not	
  one	
  is	
  true	
  iff	
  all	
  are	
  false.”	
  
–  Disjunc?onal	
  version:	
  

¬(p1∨p2∨…∨pn)	
  ⇔	
  (¬p1∧¬p2∧…∧¬pn)	
  
–  Existen?al	
  quan?fier	
  version:	
  

¬	
  ∃x	
  P(x	
  )	
  ⇔	
  ∀x	
  	
  ¬P(x	
  )	
  
	
  



Transla*ng	
  English	
  statements	
  into	
  
symbolic	
  form	
  



Goldbach’s	
  conjecture	
  

•  Conjecture:	
  Every	
  integer	
  greater	
  than	
  2	
  is	
  the	
  sum	
  
of	
  two	
  primes.	
  
•  This	
  can	
  be	
  translated	
  in	
  the	
  following	
  way,	
  

where	
  P	
  is	
  the	
  set	
  of	
  prime	
  numbers	
  and	
  
S={	
  4,6,8,10,	
  ….}	
  is	
  the	
  set	
  of	
  even	
  integers	
  
greater	
  than	
  2.	
  Both	
  the	
  transla?ons	
  are	
  
equivalent.	
  



Proofs	
  

Sec?on	
  2.5,	
  4.1,	
  5.5	
  



Defini*on	
  

•  Theorem:	
  A	
  theorem	
  is	
  a	
  statement	
  that	
  is	
  
true	
  and	
  has	
  been	
  proved	
  to	
  be	
  true.	
  

•  Lemma:	
  A	
  lemma	
  is	
  a	
  theorem	
  whose	
  main	
  
purpose	
  is	
  to	
  help	
  prove	
  another	
  theorem.	
  

•  Corollary:	
  A	
  corollary	
  is	
  a	
  result	
  that	
  is	
  an	
  
immediate	
  consequence	
  of	
  a	
  theorem.	
  



Proof	
  Methods	
  

• 	
  Exhaus?ve	
  method	
  



Direct	
  Proofs	
  



Direct	
  Proofs	
  



Proof	
  by	
  cases	
  

•  In	
  proving	
  a	
  statement	
  is	
  true,	
  we	
  some?mes	
  have	
  
to	
  examine	
  mul?ple	
  case	
  before	
  showing	
  the	
  
statement	
  is	
  true	
  in	
  all	
  possible	
  scenarios.	
  



Proof	
  by	
  Contraposi*on	
  



Proof	
  by	
  Contraposi*on	
  (contd.)	
  



Proof	
  by	
  Contraposi*on	
  (contd.)	
  



Example	
  



Proof	
  by	
  Contradic*on	
  



Example	
  
•  The	
  following	
  problems	
  have	
  been	
  solved	
  using	
  the	
  

proof	
  by	
  contradic?on	
  method.	
  
1.  Show	
  that	
  square-­‐root(2)	
  is	
  irra?onal	
  
2.  Show	
  that	
  there	
  are	
  infinitely	
  many	
  primes.	
  
3.  For	
  any	
  integer	
  a,	
  if	
  a2	
  is	
  even,	
  then	
  a	
  is	
  even.	
  





Some	
  words	
  of	
  advice	
  

•  It	
  is	
  best	
  to	
  use	
  proof	
  by	
  contradic?on	
  when	
  
the	
  direct	
  and	
  the	
  contraposi?ve	
  approaches	
  
do	
  not	
  seem	
  to	
  work.	
  



Proving	
  Existen*al	
  Statements	
  



Set	
  Theory	
  

Sec?ons	
  3.1,	
  3.2,	
  3.3	
  



Set	
  Theory	
  

•  A	
  set	
  is	
  an	
  unordered	
  collec?on	
  of	
  objects.	
  
•  The	
  objects	
  in	
  a	
  set	
  are	
  called	
  elements.	
  
•  One	
  way	
  to	
  describe	
  a	
  set	
  is	
  to	
  list	
  its	
  elements	
  
{0,	
  1,	
  2,	
  3,	
  4,	
  5,	
  6,	
  7,	
  8,	
  9}	
  –	
  the	
  set	
  of	
  digits	
  
	
  (a,	
  b,	
  ....,	
  x,	
  y,	
  x}	
  –	
  the	
  alphabet	
  set	
  
•  A	
  set	
  can	
  be	
  element	
  of	
  another	
  set	
  
	
  {{a,b,	
  ...},	
  {0,1,2,	
  ....,	
  9},	
  ...	
  ,{α,	
  β,	
  ....},	
  ....}	
  –	
  set	
  of	
  
all	
  alphabets	
  



Set	
  builder	
  



Some	
  illustra*ons	
  of	
  set-­‐builder	
  
nota*on	
  



Special	
  sets	
  



Universe	
  



Equality	
  of	
  Sets,	
  Subsets	
  

•  Two	
  sets	
  are	
  equal	
  if	
  they	
  have	
  the	
  same	
  
elements.	
  

•  If	
  B	
  is	
  a	
  subset	
  of	
  A,	
  every	
  element	
  of	
  B	
  is	
  an	
  
element	
  of	
  A.	
  We	
  write	
  	
  	
  



Equality	
  of	
  Sets,	
  Subsets	
  (contd.)	
  



Equality	
  of	
  Sets,	
  Subsets	
  (contd.)	
  

•  A	
  set	
  B	
  is	
  a	
  proper	
  subset	
  of	
  a	
  set	
  A,	
  if	
  it	
  is	
  a	
  subset	
  A	
  
and	
  is	
  not	
  equal	
  to	
  A	
  (	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ).	
  

•  If	
  A	
  is	
  a	
  subset	
  of	
  B	
  and	
  B	
  is	
  a	
  subset	
  of	
  C,	
  A	
  is	
  a	
  subset	
  
of	
  C.	
  (Transi?ve	
  rela?on)	
  

•  Empty	
  set	
  has	
  no	
  element,	
  denoted	
  by	
  	
  
–  How	
  many	
  elements	
  does	
  the	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  contain?	
  

•  	
  	
  
•  Cardinality	
  of	
  a	
  set:	
  It	
  is	
  the	
  number	
  of	
  elements	
  in	
  the	
  
set.	
  The	
  cardinality	
  of	
  A:	
  |A|=n.	
  
–  A	
  set	
  with	
  finite	
  number	
  of	
  elements	
  is	
  called	
  a	
  finite	
  set.	
  
–  A	
  set	
  with	
  infinite	
  number	
  of	
  elements	
  is	
  called	
  an	
  infinite	
  set.	
  
–  Sets	
  N,	
  Z,	
  Q,	
  R	
  are	
  infinite.	
  



Power	
  set	
  of	
  a	
  set	
  

•  Given	
  a	
  set	
  A,	
  the	
  power	
  set	
  of	
  A,	
  P(A),	
  is	
  the	
  
set	
  of	
  all	
  subsets	
  of	
  A.	
  

•  Theorem:	
  If	
  A	
  is	
  finite,	
  |P(A)|	
  =	
  2|A|.	
  



Venn	
  Diagram	
  

•  It	
  is	
  olen	
  used	
  to	
  visualize	
  the	
  various	
  
rela?ons	
  between	
  the	
  sets.	
  



Intersec*on	
  

•  The	
  intersec?on	
  of	
  sets	
  A	
  and	
  B,	
  denoted	
  by	
  A	
  	
  	
  	
  	
  
B,	
  is	
  the	
  set	
  that	
  contains	
  those	
  elements	
  in	
  
both	
  A	
  and	
  B.	
  

B	
  



Union	
  

•  The	
  union	
  	
  of	
  sets	
  A	
  and	
  B,	
  denoted	
  by	
  A	
  	
  	
  	
  	
  B,	
  
is	
  the	
  set	
  that	
  contains	
  those	
  elements	
  that	
  
are	
  in	
  either	
  A	
  or	
  B.	
  

B	
  



Disjoint	
  Sets	
  and	
  Principle	
  of	
  
Inclusion-­‐Exclusion	
  



Symmetric	
  Difference	
  



Complement	
  



Difference	
  



Sets	
  and	
  Logic	
  



Laws	
  of	
  Set	
  Theory	
  



More	
  Laws	
  of	
  Set	
  Theory	
  



Inclusion-­‐Exclusion	
  (revisit)	
  
•  2	
  sets:	
  	
  

•  3	
  sets:	
  	
  

•  n	
  -­‐	
  sets:	
  	
  
||||||||||||||      || CBACBCABACBACBA ∩∩+∩−∩−∩−++=∪∪
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|A	
  ∪	
  B	
  |	
  =	
  |A|+|B	
  |-­‐	
  |A	
  ∩B	
  |	
  



Proof	
  involving	
  sets	
  

•  Some	
  important	
  defini?ons;	
  Let	
  A	
  and	
  B	
  be	
  sets.	
  



Proof	
  involving	
  sets	
  



Proof	
  involving	
  sets	
  



Proof	
  involving	
  sets	
  



Probability	
  Theory	
  

Sec?on	
  3.4	
  and	
  3.5	
  



Sample	
  space	
  

•  Experiment:	
  tossing	
  a	
  coin,	
  rolling	
  a	
  die,	
  selec?ng	
  
subjects	
  from	
  a	
  group	
  at	
  random	
  

•  The	
  set	
  of	
  all	
  possible	
  outcomes	
  of	
  an	
  experiment	
  is	
  
called	
  a	
  sample	
  space.	
  

•  Under	
  the	
  assump?on	
  of	
  equal	
  likelihood,	
  let	
  S	
  be	
  
the	
  sample	
  space	
  for	
  an	
  experiment	
  E.	
  Each	
  subset	
  of	
  
S,	
  including	
  empty	
  set,	
  is	
  called	
  an	
  event.	
  Each	
  
element	
  of	
  S	
  determines	
  an	
  outcome,	
  so	
  if	
  |S|	
  =n	
  
and	
  a	
  ε	
  S,	
  A	
  ⊆	
  S,	
  then	
  
–  Pr({a})	
  =	
  Pr(a)	
  =	
  |{a}|/|S|	
  =	
  1/n	
  
–  Pr(A)	
  =	
  |A|/n	
  



Axioms	
  of	
  Probability	
  

•  Let	
  S	
  be	
  the	
  sample	
  space	
  for	
  an	
  experiment	
  E.	
  If	
  A	
  
and	
  B	
  are	
  any	
  events	
  –	
  that	
  is	
  Φ	
  ⊆	
  A,	
  B	
  ⊆	
  S,	
  then	
  
–  Pr(A)	
  ≥	
  0	
  
–  Pr(S)=1	
  
–  if	
  A,	
  B	
  are	
  disjoint	
  (or,	
  mutually	
  disjoint)	
  the	
  Pr(A	
  ∪	
  B)	
  =	
  

Pr(A)	
  +	
  Pr(B).	
  

•  The	
  Rule	
  of	
  Complement:	
  Pr(A)=1-­‐Pr(A)	
  



Examples	
  of	
  sample	
  space	
  



Examples	
  of	
  sample	
  space	
  



Examples	
  of	
  sample	
  space	
  



Mathema?cal	
  Induc?on	
  

Sec?on	
  4.1	
  



Mathema*cal	
  Induc*on	
  
	
  (sec?on	
  4.1)	
  

•  Mathema?cal	
  induc?on	
  is	
  a	
  rigorous	
  method	
  
that	
  proves	
  statements	
  with	
  absolute	
  
certainty.	
  



Mathema*cal	
  Induc*on	
  
	
  

•  It	
  is	
  a	
  powerful	
  proof	
  techniques.	
  



Principle	
  of	
  Mathema*cal	
  Induc*on	
  

•  Let	
  S(n)	
  denote	
  a	
  mathema?cal	
  statement	
  for	
  
all	
  posi?ve	
  integers	
  n.	
  In	
  order	
  to	
  prove	
  S(n)	
  is	
  
true	
  for	
  all	
  posi?ve	
  integers	
  n,	
  we	
  complete	
  
two	
  steps:	
  
– Basis	
  step:	
  We	
  verify	
  that	
  S(1)	
  is	
  true.	
  
–  Induc?ve	
  step:	
  We	
  show	
  that,	
  given	
  any	
  integer	
  	
  	
  	
  
k	
  ≥	
  1,	
  condi?onal	
  statement	
  S(k)	
  à	
  S(k	
  +	
  1)	
  is	
  true	
  

–  It	
  follows	
  by	
  mathema?cal	
  induc?on	
  that	
  every	
  
S(n)	
  is	
  true.	
  

•  Symbolically	
  	
  
(S(1)^	
  ∀(k	
  ≥	
  1)	
  	
  (S(k)	
  à	
  S(k+1)))	
  à	
  ∀(n	
  ≥	
  1)	
  S(n)	
  





Principle	
  of	
  Strong	
  Mathema*cal	
  
Induc*on	
  

•  Some?mes	
  mathema?cal	
  induc?on	
  is	
  not	
  enough.	
  
•  In	
  order	
  to	
  prove	
  that	
  S(n)	
  is	
  true	
  for	
  all	
  posi?ve	
  integer	
  
n	
  ≥	
  n0,	
  we	
  complete	
  two	
  steps:	
  
–  Basis	
  step:	
  We	
  verify	
  that	
  S(n0),	
  S(n0+1),	
  ...,	
  S(n1)	
  are	
  true.	
  
–  Induc?ve	
  step:	
  We	
  show	
  that	
  condi?onal	
  statement	
  (S(n0)^	
  
S(n0+1)^	
  ....^	
  S(k))	
  à	
  S(k	
  +	
  1)	
  for	
  all	
  posi?ve	
  integers	
  k	
  ≥	
  n1.	
  

–  It	
  follows	
  by	
  mathema?cal	
  induc?on	
  that	
  every	
  S(n),	
  	
  	
  	
  	
  	
  n≥	
  n0	
  
is	
  true.	
  

•  Symbolically	
  	
  
(S(n0)^	
  S(n0+1)^	
  ...^S(n1)^	
  ∀k(S(n1+1)^	
  …^	
  S(k))	
  à	
  ∀(n≥	
  n0)	
  S(n)	
  



The	
  Well-­‐Ordering	
  Principle	
  

•  The	
  proofs	
  of	
  principle	
  of	
  induc?on	
  and	
  proof	
  
of	
  strong	
  induc?on	
  use	
  the	
  well-­‐ordering	
  
principle.	
  
(Principle)	
  
–  	
  Every	
  non-­‐empty	
  subset	
  of	
  N,	
  set	
  of	
  nonnega?ve	
  
integers,	
  	
  contains	
  a	
  smallest	
  element.	
  (	
  We	
  olen	
  
express	
  this	
  by	
  saying	
  that	
  N	
  is	
  well-­‐ordered.	
  

–  	
  Note	
  that	
  sets	
  of	
  all	
  integers,	
  ra?onal	
  numbers,	
  
real	
  numbers	
  do	
  not	
  have	
  this	
  property.	
  (Why?)	
  

	
  



Why	
  Induc*on	
  Works	
  



Summa*on	
  



More	
  Summa*on	
  



Problems	
  

1.  Show	
  that	
  43	
  is	
  the	
  largest	
  number	
  you	
  
cannot	
  write	
  as	
  the	
  sum	
  of	
  6,	
  9	
  or	
  20.	
  

2.  Show	
  that	
  p(x):	
  x=3a+8b	
  for	
  all	
  x	
  ≥	
  14	
  is	
  true.	
  
3.  Show	
  that	
  3|(52n	
  -­‐1)	
  for	
  all	
  non-­‐nega?ve	
  

integers	
  n.	
  



Class	
  notes	
  on	
  sec*ons	
  4.2,	
  5.1,	
  5.2	
  
and	
  5.3	
  

•  Topics	
  covered:	
  
– Recursive	
  defini?on	
  
– Rudimentary	
  discussion	
  on	
  rela?ons	
  
– Func?ons:	
  injec?ve,	
  surjec?ve	
  and	
  bijec?ve	
  



Recursive	
  Defini*ons	
  

•  Recursively	
  defined	
  sequence	
  
– Consider	
  the	
  Fibonacci	
  sequence:	
  

	
  {Fn}	
  =	
  1,	
  1,	
  2,	
  3,	
  5,	
  ….	
  
	
  Here	
  F1=1,	
  F2=1,	
  F3=2,	
  …..	
  
	
  Recursive	
  Defini*on	
  of	
  {Fn}	
  
•  Ini?aliza?on:	
  	
   	
  F1	
  =	
  1,	
  F2=2	
  
•  Recursion 	
   	
  Fn	
  	
  =	
  Fn-­‐1	
  +	
  Fn-­‐2,	
  n	
  >=	
  3	
  



Recursive	
  Defini*ons	
  (contd.)	
  

•  Recursively	
  defined	
  func?ons	
  
– Consider	
  the	
  factorial	
  func?on:	
  

	
  n!	
  =	
  1.2.3.	
  ….(n-­‐2)(n-­‐1)n	
  
	
  Here	
  0!=0,	
  1!=1,	
  2!=2	
  
	
  Recursive	
  Defini*on	
  of	
  n!	
  
•  Ini?aliza?on:	
  	
   	
  1!	
  =	
  1	
  
•  Recursion 	
   	
  n!	
  	
  =	
  n.(n-­‐1)!,	
  n	
  >=	
  2	
  



Recursive	
  Defini*ons	
  (contd.)	
  



Recursive	
  Defini*ons	
  (contd.)	
  

•  Recursively	
  defined	
  mathema?cal	
  nota?ons	
  
– Consider	
  the	
  sum	
  

	
  Sn	
  =	
  a1+a2+	
  ….	
  +an	
  
	
  Here	
  S0=0,	
  S1	
  =	
  a1,	
  S2=a2	
  
	
  Recursive	
  Defini*on	
  of	
  Sn	
  
•  Ini?aliza?on:	
  	
   	
  S1	
  =	
  a1	
  
•  Recursion 	
   	
  Sn=	
  Sn-­‐1	
  +	
  an,	
  n	
  >=	
  2	
  

– Similar	
  defini?ons	
  can	
  be	
  described	
  for	
  the	
  
product	
  
Pn=	
  a1a2…..an	
  where	
  P1	
  =	
  a1.	
  



Recursive	
  Defini*ons	
  (contd.)	
  

•  Recursively	
  defined	
  sets	
  (defining	
  the	
  
elements	
  of	
  a	
  set	
  recursively)	
  
– Consider	
  the	
  set	
  S	
  of	
  prices	
  (cents)	
  payable	
  using	
  
quarters	
  and	
  dimes.	
  

	
  	
  	
  	
  Recursive	
  Defini*on	
  of	
  S	
  
•  Ini?aliza?on:	
  	
   	
  0	
  ε	
  S	
  
•  Recursion 	
   	
  If	
  x	
  ε	
  S,	
  x+10	
  ε	
  S	
  and	
  x+25	
  ε	
  S.	
  
Note	
  that	
  only	
  the	
  dis?nct	
  elements	
  of	
  S	
  are	
  kept.	
  

–  Recursive	
  defn.	
  of	
  +ve	
  and	
  –ve	
  powers	
  of	
  2	
  
•  Ini?aliza?on:	
  	
  1	
  ε	
  T	
  
•  	
  IF	
  x	
  ε	
  T,	
  2x	
  ε	
  T	
  and	
  x/2	
  ε	
  T.	
  



Recursive	
  Defini*ons	
  (contd.)	
  

•  Recursively	
  defined	
  sets	
  (defining	
  the	
  
elements	
  of	
  a	
  set	
  recursively)	
  
– Consider	
  the	
  power	
  set	
  of	
  A.	
  
	
  



Recursive	
  Defini*ons	
  (contd.)	
  

•  Recursively	
  defined	
  character	
  strings	
  
–  Defn:	
  A	
  string	
  is	
  a	
  finite	
  sequence	
  of	
  0	
  (null	
  

string)	
  or	
  more	
  lebers	
  of	
  alphabet	
  Σ.	
  
	
  For	
  binary	
  strings	
  the	
  alphabet	
  set	
  Σ	
  =	
  {0,1}.	
  

	
  
	
  Defining	
  binary	
  strings	
  B	
  recursively:	
  
•  Ini?aliza?on:	
  	
  {}	
  ε	
  B	
  
•  	
  IF	
  u	
  ε	
  B,	
  u	
  ||	
  ’0’	
  ε	
  B	
  and	
  u	
  ||	
  ’1’	
  ε	
  B.	
  
Here	
  ||	
  indicates	
  concatena?on.	
  



Recursive	
  Defini*ons	
  
•  Factorial	
  
•  Fibonacci	
  sequence	
  

•  Binomial	
  Coefficients	
  	
  
“n-­‐choose-­‐k	
  ”	
  

•  Addi?on	
  of	
  non-­‐
nega?ve	
  integers	
  

•  Summa?on	
  Nota?on	
  

•  Product	
  Nota?on	
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Applica*ons	
  of	
  Recursions	
  

•  Example:	
  Find	
  the	
  recurrence	
  for	
  the	
  number	
  of	
  n	
  digit	
  
binary	
  sequences	
  with	
  no	
  pair	
  of	
  consecu?ve	
  1’s.	
  
–  	
  Let	
  A(n)	
  denote	
  the	
  number	
  of	
  n	
  digit	
  binary	
  
sequences	
  with	
  no	
  pair	
  of	
  consecu?ve	
  1s.	
  

–  	
  To	
  write	
  A(n)	
  we	
  condi?on	
  on	
  the	
  last	
  digit.	
  If	
  it	
  is	
  0,	
  
the	
  number	
  of	
  such	
  sequence	
  is	
  A(n-­‐1).	
  If	
  it	
  is	
  1,	
  the	
  
penul?mate	
  digit	
  must	
  be	
  0,	
  and	
  the	
  number	
  of	
  such	
  
sequences	
  sought	
  is	
  A(n-­‐2).	
  

– Thus	
  A(n)	
  =	
  A(n-­‐1)+A(n-­‐2)	
  (induc?ve	
  step)	
  
– Basis	
  step:	
  A(1)	
  =	
  2;	
  A(2)	
  =	
  3	
  



Rela*ons	
  
(sec?ons	
  5.1)	
  

•  Let	
  A	
  and	
  B	
  are	
  sets;	
  	
  A	
  x	
  B	
  =	
  {(a,b)	
  |	
  a	
  ε	
  A	
  and	
  b	
  ε	
  B};	
  
	
  (a,b)	
  are	
  ordered	
  pairs,	
  also	
  known	
  as	
  2-­‐tuple.	
  

•  The	
  universes	
  of	
  A	
  and	
  B	
  could	
  be	
  different.	
  
•  R	
  x	
  R	
  =	
  {(x,y)|	
  x,y	
  ε	
  R}	
  is	
  the	
  two-­‐dimensional	
  real	
  plane.	
  
•  Binary	
  rela?on:	
  
–  For	
  sets	
  A	
  and	
  B,	
  any	
  subset	
  of	
  	
  AxB	
  is	
  a	
  binary	
  rela?on	
  from	
  A	
  
to	
  B.	
  Any	
  subset	
  of	
  A	
  x	
  A	
  is	
  called	
  binary	
  rela?on	
  on	
  A.	
  

–  A	
  =	
  Z+;	
  {(x,y)|	
  x	
  	
  <=	
  	
  y}	
  is	
  a	
  rela?on	
  on	
  A.	
  



Rela*ons	
  
(sec?ons	
  5.1)	
  

•  Let	
  A1,	
  A2,	
  …	
  ,	
  An	
  be	
  sets.	
  	
  An	
  n-­‐ary	
  rela?on	
  on	
  these	
  
sets	
  (in	
  this	
  order)	
  is	
  a	
  subset	
  of	
  	
  A1×A2×	
  …	
  ×An.	
  

•  Most	
  of	
  the	
  ?mes	
  we	
  consider	
  n	
  =	
  2.	
  



Rela*ons	
  as	
  Subsets	
  
A:	
  	
  Siblinghood.	
  	
  A	
  =	
  {people}	
  
Because	
  rela?ons	
  are	
  just	
  subsets,	
  all	
  the	
  usual	
  set	
  

theore?c	
  opera?ons	
  are	
  defined	
  between	
  rela?ons	
  
which	
  belong	
  to	
  the	
  same	
  Cartesian	
  product.	
  

Q:	
  	
  Suppose	
  we	
  have	
  rela?ons	
  on	
  {1,2}	
  given	
  by	
  R	
  =	
  {(1,1),	
  
(2,2)},	
  S	
  =	
  {(1,1),(1,2)}.	
  	
  Find:	
  

1.  The	
  union	
  R	
  ∪S	
  
2.  The	
  intersec?on	
  R	
  ∩	
  S	
  
3.  The	
  symmetric	
  difference	
  R	
  ⊕S	
  
4.  The	
  difference	
  R-­‐S	
  
5.  The	
  complement	
  	
  of	
  R	
  
	
  
	
  



Rela*ons	
  as	
  Subsets	
  
A:	
  R	
  =	
  {(1,1),(2,2)},	
  S	
  =	
  {(1,1),(1,2)}	
  
1.  	
  R	
  ∪S	
  =	
  {(1,1),(1,2),(2,2)}	
  
2.  	
  R	
  ∩S	
  =	
  {(1,1)}	
  
3.  	
  R	
  ⊕S	
  =	
  {(1,2),(2,2)}.	
  
4.  	
  R-­‐S	
  =	
  {(2,2)}.	
  
5.  	
  R	
  =	
  {(1,2),(2,1)}	
  
	
  



Func*ons	
  (5.1,5.2,5.3)	
  

•  For	
  non-­‐empty	
  sets	
  A	
  and	
  B,	
  a	
  func?on	
  (mapping)	
  f	
  
from	
  A	
  to	
  B	
  (f:	
  A	
  à	
  B)	
  is	
  a	
  rela?on	
  f	
  (a	
  subset	
  of	
  AxB)	
  
from	
  A	
  to	
  B	
  in	
  which	
  every	
  element	
  a	
  ε	
  	
  A,	
  the	
  
rela?on	
  f	
  contains	
  exactly	
  one	
  pair	
  of	
  the	
  form	
  (a,b).	
  
The	
  element	
  (a,b)	
  ε	
  f	
  is	
  abbreviated	
  as	
  f(a)	
  =	
  b.	
  

•  A	
  is	
  the	
  domain	
  of	
  f	
  
–  	
  B	
  is	
  the	
  codomain	
  of	
  f	
  
–  	
  if	
  f(a)	
  =	
  b,	
  b	
  is	
  the	
  image	
  of	
  a;	
  a	
  is	
  the	
  preimage	
  of	
  b	
  
–  	
  f	
  is	
  treated	
  as	
  a	
  set	
  	
  
–  The	
  range	
  of	
  f	
  is	
  the	
  set	
  {f(a):	
  a	
  ε	
  A}	
  =	
  {b|(a,b)	
  ε	
  f}.	
  The	
  
range	
  is	
  the	
  set	
  of	
  all	
  possible	
  “output	
  values”	
  for	
  f.	
  



Example	
  
	
  
•	
  f(a)	
  =	
  z	
  
•	
  the	
  image	
  of	
  d	
  is	
  z	
  
•	
  the	
  domain	
  of	
  f	
  is	
  A	
  =	
  {a,	
  b,	
  c,	
  d}	
  
•	
  the	
  codomain	
  is	
  B	
  =	
  {x,	
  y,	
  z}	
  
•	
  f(A)	
  =	
  {y,	
  z}	
  
•	
  the	
  preimage	
  of	
  y	
  is	
  b	
  
•	
  the	
  preimages	
  of	
  z	
  are	
  a,	
  c	
  and	
  d	
  
•	
  f({c,d})	
  =	
  {z}	
  
•  The	
  range	
  of	
  f	
  is	
  {y,z}	
  

A B 

a 

b  

c 

d 

x 

y 

z 



Func*ons	
  

•  f:	
  Aà	
  B	
  means	
  
– all	
  a	
  ε	
  A	
  have	
  an	
  image	
  b	
  ε	
  B	
  
– some	
  b	
  ε	
  B	
  may	
  not	
  have	
  a	
  preimage	
  a	
  ε	
  V	
  
– some	
  b	
  ε	
  B	
  may	
  have	
  more	
  than	
  one	
  preimages	
  a	
  ε	
  B	
  

•  f(A)	
  denotes	
  the	
  subset	
  X	
  ⊆	
  B	
  such	
  that	
  for	
  any	
  	
  	
  x	
  
ε	
  X,	
  there	
  exists	
  an	
  element	
  a	
  ε	
  A	
  such	
  that	
   	
  
	
  f(a)	
  =	
  x,	
  and	
  for	
  any	
  y	
  ε	
  B-­‐X,	
  there	
  does	
  not	
  exist	
  
any	
  a	
  ε	
  A	
  such	
  that	
  	
  f(a)	
  =	
  y.	
  
–  	
  X	
  is	
  called	
  the	
  range	
  of	
  f.	
  



Func*ons	
  

•  Three	
  things:	
  
– A	
  func?on	
  can	
  be	
  viewed	
  as	
  sending	
  (mapping)	
  
elements	
  from	
  one	
  set	
  A	
  to	
  another	
  set	
  B.	
  

– Such	
  a	
  func?on	
  can	
  be	
  regarded	
  as	
  a	
  rela?on	
  from	
  
A	
  à	
  B.	
  

– For	
  every	
  input	
  value	
  a	
  (of	
  A),	
  there	
  is	
  exactly	
  one	
  
output	
  value	
  f(a).	
  (Ver?cal	
  line	
  test)	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  



Some	
  useful	
  func*ons	
  

•  floor	
  func?ons:	
  real	
  R	
  à	
  integer	
  Z	
  
– floor(x)	
  =	
  greatest	
  integer	
  ≤	
  x	
  
	
   	
   	
   	
  	
  =	
  ⎣x⎦	
  

•  ceiling	
  func?ons:	
  real	
  R	
  à	
  integer	
  Z	
  
– ceiling(x)	
  =	
  least	
  integer	
  ≥	
  x	
  

	
  	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  =	
  ⎡x⎤	
  
•  	
  ⎣3.5⎦	
  =	
  3;	
  ⎣π⎦	
  =	
  3;	
  ⎣-­‐3.5⎦	
  =	
  -­‐	
  4	
  
•  	
  ⎡3.5⎤	
  =	
  4;	
  ⎡π⎤	
  =	
  4;	
  ⎡-­‐3.5⎤	
  =	
  -­‐3	
  



Some	
  examples	
  

•  g:	
  Z	
  x	
  Z	
  à	
  Z	
  which	
  is	
  defined	
  as	
  	
  
	
  g((m,n))	
  =	
  g(m,n)	
  =	
  6m	
  –	
  9n.	
  
–  	
  Note	
  that	
  g	
  =	
  {((m,n),6m-­‐9n)	
  |	
  (m,n)	
  ε	
  Z	
  x	
  Z}	
  
– Domain	
  is	
  Z	
  x	
  Z	
  
– Codomain	
  is	
  Z	
  
–  	
  Range	
  is	
  {	
  3x	
  :	
  x	
  ε	
  Z}	
  	
  (why?	
  Discussed	
  in	
  the	
  class)	
  

•  A	
  =	
  {p,q,r,s};	
  B	
  =	
  {0,1,2};	
  	
  
f	
  =	
  {(p,0),	
  (q,1),	
  (r,2),	
  (s,2)}	
  
–  f	
  is	
  a	
  func?on	
  with	
  domain	
  A,	
  codomain	
  B	
  and	
  

range	
  B.	
  



Equality	
  of	
  func*ons	
  

•  Two	
  func?ons	
  f:A	
  à	
  B	
  and	
  g:C	
  à	
  D	
  are	
  equal	
  
if	
  A=C,	
  B=D	
  and	
  f(x)=g(x)	
  for	
  all	
  x	
  ε	
  A.	
  

•  Cau?on:	
  f:Z	
  à	
  N	
  and	
  g:Z	
  à	
  Z,	
  f(x)	
  =	
  |x|	
  +2,	
  
and	
  g(x)	
  =	
  |x|	
  +2	
  are	
  technically	
  not	
  equal.	
  



Injec*ve	
  (one-­‐to-­‐one)	
  	
  
Surjec*ve	
  (onto)	
  func*ons	
  

•  A	
  func?on	
  f:	
  A	
  à	
  B	
  is:	
  	
  
–  Injec?ve	
  (one-­‐to-­‐one)	
  if	
  for	
  every	
  x,y	
  ε	
  A,	
  x	
  ≠	
  y,	
  	
  
f(x)	
  ≠	
  f(y).	
  Equivalently:	
  

– Surjec?ve	
  (onto)	
  if	
  for	
  every	
  b	
  ε	
  B,	
  there	
  is	
  an	
  
element	
  a	
  ε	
  such	
  that	
  f(a)	
  =	
  b.	
  

– Bijec?ve	
  (one-­‐to-­‐one	
  and	
  onto)	
  if	
  f	
  is	
  injec?ve	
  and	
  
bijec?ve.	
  



one-­‐to-­‐one	
  (injec*ve)	
  func*ons	
  

•  f:	
  Z+	
  à	
  Z+	
  where	
  f(a)	
  =	
  a2	
  is	
  one-­‐to-­‐one	
  
•  f:	
  Z	
  à	
  Z+	
  where	
  f(a)	
  =	
  a2	
  is	
  not	
  one-­‐to-­‐one	
  
•  floor	
  and	
  ceiling	
  func?on	
  is	
  not	
  one-­‐to-­‐one.	
  



	
  onto	
  (surjec*ve)	
  func*ons	
  

•  f:Z	
  à	
  Z,	
  f(x)	
  =	
  x	
  +	
  1	
  is	
  onto.	
  
•  ⎣.⎦:	
  R	
  à	
  Z	
  is	
  onto,	
  but	
  not	
  one-­‐to-­‐one	
  
•  ⎡.⎤:	
  R	
  à	
  Z	
  is	
  onto,	
  but	
  not	
  one-­‐to-­‐one	
  



one-­‐to-­‐one	
  and	
  onto	
  (bijec*on)	
  

•  f:	
  R	
  à	
  R,	
  f(x)	
  =	
  x	
  +	
  1	
  is	
  one-­‐to-­‐one	
  correspondence	
  
•  f:	
  [0,1]	
  à	
  [0,1/3],	
  f(x)	
  =	
  x/3	
  is	
  one-­‐to-­‐one	
  and	
  onto.	
  
•  f:	
  R	
  à	
  R+,	
  f(x)	
  =	
  x2	
  is	
  not	
  one-­‐to-­‐one,	
  but	
  onto.	
  
•  f:	
  R	
  à	
  R,	
  f(x)	
  =	
  x3	
  is	
  injec?ve	
  and	
  surjec?ve.	
  



How	
  to	
  show	
  a	
  func*on	
  f:	
  A	
  à	
  B	
  is	
  
injec*ve?	
  

•  Direct	
  approach:	
  
– Consider	
  arbitrary	
  x,y	
  ε	
  A;	
  x	
  ≠	
  y	
  

	
  ….	
  	
  Reduc?on	
  steps	
  with	
  the	
  goal	
  to	
  show	
  that	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  f(x)	
  ≠	
  f(y)	
  

•  Contraposi?on	
  approach:	
  
	
  
–  Suppose	
  x,y	
  	
  ε	
  A;	
  f(x)	
  =	
  f(y)	
  

	
  …..	
  Reduc?on	
  steps	
  with	
  the	
  goal	
  to	
  show	
  that	
  x=y.	
  

•  Olen	
  contraposi?ve	
  approach	
  is	
  easy	
  when	
  f	
  
is	
  an	
  algebraic	
  func?on	
  



How	
  to	
  show	
  a	
  func*on	
  f:	
  A	
  à	
  B	
  is	
  
surjec*ve?	
  

•  f	
  is	
  surjec?ve	
  if	
  for	
  all	
  b	
  ε	
  B,	
  there	
  exists	
  a	
  ε	
  A	
  
such	
  that	
  f(a)	
  =	
  b.	
  That	
  is	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  f	
  is	
  surjec?ve	
  if	
  	
  
•  Contraposi?ve	
  approach:	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  not	
  (	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  à	
  f	
  is	
  not	
  surjec?ve	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  i.e.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  à	
  f	
  is	
  not	
  surjec?ve	
  



How	
  to	
  show	
  a	
  func*on	
  f:	
  A	
  à	
  B	
  is	
  
surjec*ve?	
  

•  f:	
  R	
  –	
  {0}	
  à	
  R	
  –	
  {0},	
  f(x)	
  =	
  1/x	
  +1.	
  Is	
  it	
  surjec?ve?	
  
– Let	
  b	
  ε	
  B	
  be	
  an	
  arbitrary	
  element.	
  Let	
  f(x)	
  =	
  b	
  for	
  some	
  
x	
  ε	
  A.	
  This	
  means	
  that	
  	
  
	
   	
  1/x	
  +	
  1	
  =	
  b	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  i.e.	
  x	
  =	
  1/(b-­‐1).	
  Now	
  x	
  is	
  not	
  defined	
  if	
  b=1.	
  
Therefore	
  	
  f,	
  as	
  defined	
  above,	
  is	
  not	
  an	
  onto	
  func?on.	
  

•  Show	
  that	
  g	
  :	
  Z	
  x	
  Z	
  à	
  Z	
  x	
  Z,	
  g(m,n)=(m+n,m+2n)	
  
	
  is	
  bijec?ve.	
  (Discussed	
  in	
  the	
  class)	
  

	
  



Sec*on	
  5.6	
  
Composi*on	
  and	
  inverse	
  func*on	
  



Composi*on	
  func*ons	
  



Composi*on	
  func*ons	
  (contd)	
  

A	
  diagram	
  of	
   composi?ons	
  of	
  
two	
   func?ons.	
  There	
   is	
  a	
  nice	
  
diagram	
  in	
  the	
  text,	
  page	
  281.	
  



Composi*on	
  func*ons	
  (contd)	
  

Problems	
  from	
  the	
  text:	
  Sec?on	
  5.6:	
  3,	
  4,	
  7	
  



Important	
  func*ons	
  

A



Inverse	
  func*ons	
  









Pigeonhole	
  Principle	
  
Sec*on	
  5.4	
  

Homework	
  #7	
  
Date	
  due:	
  April	
  2,	
  2014	
  



The	
  pigeonhole	
  principle	
  (PHP)	
  

•  If	
  m	
  pigeons	
  occupy	
  n	
  pigeonholes,	
  and	
  m	
  >	
  n,	
  then	
  at	
  least	
  
one	
  pigeonhole	
  has	
  two	
  or	
  more	
  pigeons	
  roos?ng	
  in	
  it.	
  

•  The	
  PHP	
  is	
  a	
  powerful	
  tool	
  to	
  solve	
  combinatorial	
  problems.	
  
•  The	
  next	
  slide	
  discusses	
  the	
  main	
  theorem	
  and	
  its	
  proof.	
  We	
  

will	
  list	
  a	
  host	
  of	
  problems,	
  categorized	
  into	
  two	
  parts.	
  	
  
•  Part	
  A	
  problems	
  are	
  for	
  your	
  prac?ce.	
  	
  
•  The	
  homework	
  ques?ons	
  are	
  listed	
  in	
  Part	
  B	
  sec?on.	
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Generalized	
  pigeonhole	
  principle	
  

•  If	
  m	
  objects	
  are	
  placed	
  into	
  n	
  boxes,	
  then	
  
there	
  is	
  at	
  least	
  one	
  box	
  containing	
  ⎡m/n⎤	
  
objects	
  
– Proof	
  by	
  contradic?on.	
  Suppose	
  each	
  box	
  contains	
  
less	
  than	
  ⎡m/n⎤	
  	
  objects,	
  and	
  there	
  are	
  m	
  objects	
  
in	
  total	
  in	
  n	
  boxes.	
  In	
  this	
  case	
  the	
  total	
  number	
  of	
  
objects	
  n	
  boxes	
  can	
  hold	
  is	
  at	
  most	
  (⎡m/n⎤	
  -­‐1)*n	
  
which	
  is	
  less	
  than	
  (((m/n)+1)-­‐1)*n,	
  since	
  ⎡x⎤	
  <	
  x+1	
  
always.	
  	
  This	
  implies	
  that	
  there	
  are	
  less	
  than	
  m	
  
pigeons	
  in	
  n	
  boxes.	
  This	
  is	
  a	
  contradic?on.	
  



Examples	
  
•  Given	
  9	
  integers	
  whose	
  prime	
  factors	
  lie	
  in	
  {2,	
  3,	
  7},	
  prove	
  
that	
  there	
  must	
  be	
  two	
  whose	
  product	
  is	
  a	
  square.	
  
–  	
  All	
  such	
  integers	
  can	
  be	
  expressed	
  as	
  2a3b7c	
  
–  Let	
  two	
  such	
  integers	
  be	
  2a3b7c	
  and	
  2a’3b’7c’	
  
–  Their	
  product	
  is	
  a	
  square	
  implies	
  a+a’,	
  b+b’	
  and	
  c+c’	
  are	
  even.	
  
–  Each	
  exponent	
  is	
  either	
  odd	
  or	
  even.	
  Therefore,	
  there	
  are	
  23	
  =	
  8	
  
different	
  ways	
  the	
  three	
  exponents	
  of	
  a	
  number	
  may	
  appear.	
  
These	
  triplets	
  are	
  (even,even,even),	
  (odd,	
  odd,odd),	
  
(even,even,odd)	
  ....	
  

–  Each	
  triplet	
  is	
  considered	
  a	
  group	
  (bag).	
  
–  If	
  we	
  select	
  9	
  integers,	
  we	
  get	
  nine	
  triplets.	
  Two	
  of	
  these	
  triplets	
  
must	
  be	
  in	
  the	
  same	
  bag	
  (Pigeonhole	
  principle).	
  

–  The	
  corresponding	
  two	
  integers	
  when	
  mul?plied	
  will	
  result	
  in	
  a	
  
perfect	
  square.	
  



Examples	
  

•  How	
  many	
  ?mes	
  must	
  we	
  roll	
  a	
  single	
  die	
  in	
  order	
  
to	
  get	
  the	
  same	
  score	
  (a)	
  at	
  least	
  twice?	
  (b)	
  at	
  least	
  
thrice?	
  (c)	
  at	
  least	
  n	
  ?mes?	
  
– A	
  die	
  has	
  six	
  sides.	
  We	
  need	
  to	
  throw	
  7	
  ?mes	
  to	
  get	
  the	
  
same	
  score	
  twice;	
  need	
  to	
  throw	
  13	
  	
  ?mes	
  to	
  get	
  the	
  
same	
  score	
  thrice;	
  need	
  to	
  throw	
  6	
  (n-­‐1)	
  +	
  1,	
  n	
  >	
  0.	
  	
  



Examples	
  

•  During	
  the	
  first	
  6	
  weeks	
  of	
  his	
  senior	
  year	
  in	
  college,	
  Brace	
  
sends	
  out	
  at	
  least	
  one	
  resume	
  each	
  day,	
  but	
  no	
  more	
  than	
  60	
  
resumes	
  in	
  total.	
  Show	
  that	
  there	
  is	
  a	
  period	
  of	
  consecu?ve	
  
days	
  during	
  which	
  he	
  sends	
  out	
  exactly	
  23	
  resumes.	
  
–  Let	
  xi,	
  i=1,	
  2,	
  ...,	
  42	
  denote	
  the	
  number	
  of	
  resumes	
  Brace	
  has	
  sent	
  
out	
  from	
  the	
  start	
  of	
  his	
  senior	
  year	
  to	
  the	
  end	
  of	
  the	
  i-­‐th	
  day.	
  
Then	
  1	
  ≤	
  x1	
  <	
  x2	
  <	
  ....	
  <x42	
  ≤	
  60.	
  We	
  can	
  write	
  1	
  +	
  23	
  ≤	
  x1	
  +23	
  <	
  
x2+23	
  <	
  ....	
  <x42+23	
  ≤	
  60	
  +23.	
  Thus	
  we	
  have	
  42	
  dis?ct	
  numbers	
  x1,	
  
x2,	
  ...,	
  x42	
  and	
  42	
  dis?nct	
  numbers	
  x1+23,	
  x2+23,	
  ...,	
  x42+23.	
  These	
  
84	
  numbers	
  can	
  take	
  values	
  from	
  1	
  and	
  83	
  (inclusive).	
  	
  

–  By	
  the	
  pigeonhole	
  principle,	
  at	
  least	
  two	
  of	
  them	
  must	
  be	
  equal.	
  
– We	
  can	
  then	
  conclude	
  that	
  there	
  exist	
  i	
  and	
  j,	
  1	
  ≤	
  j	
  <	
  i	
  ≤	
  42	
  such	
  
that	
  xi	
  =	
  xj	
  +	
  23,	
  i.e.	
  xi	
  –	
  xj	
  =	
  23.	
  Hence,	
  from	
  the	
  start	
  of	
  day	
  j+1	
  to	
  
the	
  end	
  of	
  day	
  i,	
  Brace	
  will	
  send	
  exactly	
  23	
  resumes.	
  



PART	
  A	
  

1.  Let	
  S	
  ⊂	
  Z+,	
  where	
  |S|=12.	
  Then	
  S	
  contains	
  two	
  elements	
  that	
  have	
  the	
  
same	
  remainder	
  upon	
  division	
  by	
  11.	
  (Discussed	
  in	
  the	
  class)	
  

2.  Example	
  5.45	
  of	
  the	
  text	
  is	
  	
  discussed	
  in	
  the	
  class.	
  
3.  19	
  darts	
  are	
  thrown	
  onto	
  a	
  dartboard	
  which	
  is	
  shaped	
  as	
  a	
  regular	
  

hexagon	
  with	
  side	
  length	
  of	
  1	
  unit.	
  Show	
  that	
  there	
  are	
  4	
  darts	
  within	
  
distance	
  (√3)/3.	
  

	
  

4.  Show	
  that	
  among	
  200	
  people,	
  there	
  are	
  at	
  least	
  	
  17	
  people	
  who	
  are	
  born	
  
on	
  the	
  same	
  month	
  

5.  How	
  many	
  students	
  in	
  a	
  class	
  must	
  there	
  be	
  to	
  ensure	
  that	
  10	
  students	
  
get	
  the	
  same	
  grade	
  (one	
  of	
  A,	
  B,	
  C,	
  D,	
  	
  F,	
  or	
  N)?	
  



6.  Suppose	
  that	
  there	
  are	
  50	
  people	
  in	
  the	
  room.	
  Some	
  of	
  them	
  are	
  
acquainted	
  with	
  each	
  other,	
  while	
  some	
  are	
  not.	
  Assume	
  that	
  each	
  
person	
  has	
  at	
  least	
  one	
  acquaintance.	
  Show	
  that	
  there	
  are	
  two	
  persons	
  
in	
  the	
  room	
  who	
  have	
  equal	
  number	
  of	
  acquaintances.	
  
	
  (Hints:	
  Each	
  individual	
  can	
  have	
  acquaintances	
  	
  in	
  the	
  range	
  [1	
  ..	
  49].	
  
	
  Why?)	
  

7.  Problem	
  from	
  the	
  text:	
  	
  
–  Sec*on	
  5.5:	
  4,	
  5(a),	
  	
  7(a),	
  8(a),	
  (b),	
  10,	
  14,	
  20	
  
–  Supplementary	
  problem:	
  14,	
  24	
  

	
  

	
  

PART	
  A	
  (contd.)	
  



7.  Consider	
  n	
  dis?nct	
  numbers	
  a1,	
  a2,	
  …,	
  am.	
  Let	
  m	
  =	
  min	
  {a1,	
  a2,	
  …,	
  an}	
  and	
  	
  	
  	
  	
  
M	
  =	
  max	
  {a1,	
  a2,	
  …,	
  an}.	
  We	
  define	
  the	
  gap	
  of	
  of	
  two	
  elements	
  ai	
  and	
  aj	
  to	
  
be	
  |ai	
  –	
  aj|	
  if	
  there	
  does	
  not	
  exist	
  any	
  other	
  element	
  ak	
  with	
  ai	
  <	
  ak	
  <	
  aj,	
  
otherwise	
  it	
  is	
  0.	
  Show	
  that	
  there	
  exist	
  two	
  elements	
  in	
  {a1,	
  a2,	
  …,	
  an}	
  
whose	
  gap	
  is	
  at	
  least	
  (M-­‐m)/(n+1).	
  

	
  
	
  
	
  

	
  
The	
  gap	
  between	
  a2	
  and	
  a6	
  is	
  the	
  largest;	
  the	
  gap	
  between	
  a4	
  and	
  a6	
  is	
  zero,	
  
since	
  a2	
  lies	
  in	
  between	
  a4	
  and	
  a6.	
  
(Hint:	
  Par??on	
  the	
  interval	
  [m	
  ..	
  M]	
  into	
  n+1	
  small	
  sub-­‐intervals,	
  each	
  of	
  
length	
  (M-­‐m)/(n+1).)	
  
	
  
Discussed	
  in	
  the	
  class.	
  

PART	
  A	
  (contd.)	
  

a4	
   a6	
   a3	
   a5	
   a1	
  a2	
  

m M	
  



1.  Seven	
  darts	
  are	
  thrown	
  onto	
  a	
  circular	
  dartboard	
  of	
  radius	
  10	
  units.	
  Show	
  
that	
  there	
  will	
  be	
  two	
  darts	
  which	
  are	
  at	
  most	
  10	
  units	
  apart.	
  
	
  
	
  
	
  

2.  6	
  computers	
  on	
  a	
  network	
  are	
  connected	
  to	
  at	
  least	
  1	
  other	
  computer.	
  	
  
Show	
  there	
  are	
  at	
  least	
  two	
  computers	
  that	
  have	
  the	
  same	
  number	
  of	
  
connec?ons	
  

	
  

PART	
  B	
  



3.  Consider	
  5	
  dis?nct	
  points	
  (xi,	
  yi)	
  with	
  integer	
  values,	
  where	
  i	
  =	
  1,	
  2,	
  3,	
  4,	
  5.	
  
Show	
  that	
  the	
  midpoint	
  of	
  at	
  least	
  one	
  pair	
  of	
  these	
  five	
  points	
  also	
  has	
  
integer	
  coordinates.	
  
–  (Hints:	
  We	
  are	
  looking	
  for	
  the	
  midpoint	
  of	
  a	
  segment	
  from	
  (a,b)	
  to	
  (c,d).	
  

The	
  midpoint	
  is	
  (	
  (a+c)/2,	
  (b+d)/2	
  ).	
  Note	
  that	
  the	
  midpoint	
  will	
  be	
  
integers	
  if	
  a	
  and	
  c	
  have	
  the	
  same	
  parity:	
   	
  are	
  either	
  both	
  even	
  or	
  both	
  
odd.	
  The	
  same	
  is	
  true	
  for	
  b	
  and	
  d.)	
  

4.  Suppose	
  49	
  points	
  are	
  placed,	
  in	
  a	
  random	
  way,	
  into	
  a	
  square	
  of	
  side	
  1	
  
unit.	
  Prove	
  that	
  4	
  of	
  these	
  points	
  can	
  be	
  covered	
  by	
  a	
  circle	
  of	
  radius	
  ½.	
  
(Hints:	
  The	
  square	
  should	
  create	
  16	
  holes.)	
  

5.  Given	
  m	
  posi?ve	
  integers	
  a1,	
  a2,	
  …,	
  am,	
  show	
  that	
  there	
  exists	
  k	
  and	
  l	
  with	
  0	
  
≤	
  k	
  <l	
  ≤	
  m	
  such	
  that	
  	
  ak+1	
  +	
  ak+2	
  +	
  	
  …	
  +	
  al	
  is	
  divisible	
  by	
  m.	
  

PART	
  B	
  (contd.)	
  



Rela?ons	
  

Sec?ons	
  7.1,7.2,7.3,7.4	
  



Rela*ons	
  

•  Let	
  A1,	
  A2,	
  …	
  ,	
  An	
  be	
  sets.	
  	
  An	
  n-­‐ary	
  rela?on	
  on	
  these	
  
sets	
  (in	
  this	
  order)	
  is	
  a	
  subset	
  of	
  	
  A1×A2×	
  …	
  ×An.	
  

•  Most	
  of	
  the	
  ?me	
  we	
  consider	
  n	
  =	
  2	
  in	
  which	
  case	
  
have	
  a	
  binary	
  rela?on	
  and	
  also	
  say	
  the	
  the	
  rela?on	
  is	
  
“from	
  A1	
  to	
  A2”.	
  	
  	
  

•  With	
  this	
  terminology,	
  all	
  func?ons	
  are	
  rela?ons,	
  
but	
  not	
  vice	
  versa.	
  



Rela*ons	
  
•  binary	
  rela?ons	
  R	
  defined	
  on	
  a	
  set	
  A	
  
•  R	
  	
  ⊆	
  A	
  x	
  A	
  :	
  n	
  =	
  2	
  
•  R	
  ⊆	
  R	
  x	
  R	
  :	
  real	
  plane	
  
•  R	
  ⊆	
  R+	
  x	
  R+:	
  Interior	
  of	
  the	
  first	
  quadrant	
  

•  (a,b)	
  ε	
  R	
  is	
  an	
  element	
  of	
  R.	
  
–  	
  In	
  the	
  text	
  infix	
  nota?on	
  aRb	
  is	
  also	
  used.	
  



Rela*ons	
  as	
  Subsets	
  
Ques?on	
  :	
  	
  Suppose	
  we	
  have	
  rela?ons	
  on	
  {1,2}	
  given	
  

by	
  R	
  =	
  {(1,1),	
  (2,2)},	
  S	
  =	
  {(1,1),(1,2)}.	
  	
  Find:	
  

•  The	
  union	
  R	
  ∪S	
  
•  The	
  intersec?on	
  R	
  ∩	
  S	
  
•  The	
  symmetric	
  difference	
  R	
  ⊕S	
  
•  The	
  difference	
  R-­‐S	
  
•  The	
  complement	
  	
  of	
  R	
  
	
  
	
  



Rela*ons	
  as	
  Subsets	
  
Answer:	
  	
  (R	
  =	
  {(1,1),(2,2)},	
  S	
  =	
  {(1,1),(1,2)})	
  
	
  
•  	
  R	
  ∪S	
  =	
  {(1,1),(1,2),(2,2)}	
  
•  	
  R	
  ∩S	
  =	
  {(1,1)}	
  
•  	
  R	
  ⊕S	
  =	
  {(1,2),(2,2)}.	
  
•  	
  R-­‐S	
  =	
  {(2,2)}.	
  
•  	
  R	
  =	
  {(1,2),(2,1)}	
  
	
  



Composing	
  Rela*ons	
  

•  If	
  R	
  is	
  a	
  rela?on	
  from	
  A	
  to	
  B,	
  and	
  S	
  is	
  a	
  rela?on	
  
from	
  B	
  to	
  C	
  	
  then	
  the	
  composite	
  of	
  R	
  and	
  S	
  is	
  the	
  
rela?on	
  R	
  •S	
  	
  (or	
  just	
  SR	
  )	
  from	
  A	
  to	
  C	
  defined	
  by	
  
se�ng	
  (a,c)	
  ε	
  	
  (R	
  •S	
  )	
  	
  if	
  and	
  only	
  if	
  there	
  is	
  some	
  
b	
  such	
  that	
  (a,b)	
  ε	
  R	
  and	
  (b,c)	
  ε	
  S.	
  

•  Nota?on	
  is	
  weird	
  because	
  generalizing	
  
func?onal	
  composi?on:	
  f	
  •g	
  (x)	
  =	
  f	
  (g	
  (x)).	
  	
  



Represen*ng	
  Binary	
  Rela*ons	
  
-­‐(0-­‐1)	
  Boolean	
  Matrices	
  

•  Represent	
  binary	
  rela?ons	
  using	
  (0,1)Boolean	
  
matrices,	
  i.e.	
  2	
  dimensional	
  tables	
  consis?ng	
  
of	
  0’s	
  and	
  1’s.	
  

•  For	
  a	
  rela?on	
  R	
  	
  from	
  A	
  to	
  B	
  	
  define	
  matrix	
  MR	
  
by:	
  
– Rows	
  –one	
  for	
  each	
  element	
  of	
  A	
  
– Columns	
  –one	
  for	
  each	
  element	
  of	
  B	
  
– Value	
  at	
  i	
  th	
  row	
  and	
  j	
  th	
  column	
  is	
  
– 1	
  if	
  i	
  th	
  element	
  of	
  A	
  is	
  related	
  to	
  j	
  th	
  element	
  of	
  B	
  
– 0	
  otherwise	
  



Represen*ng	
  Binary	
  Rela*ons	
  
-­‐Boolean	
  Matrices	
  

	
  	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  Crumb	
  1	
  
	
  Pigeon	
  1	
   	
   	
   	
   	
  	
  Crumb	
  2	
  
	
  Pigeon	
  2	
   	
  	
   	
   	
   	
  	
  Crumb	
  3	
  
	
  Pigeon	
  3	
   	
  	
   	
   	
   	
  Crumb	
  4	
  
	
  	
   	
   	
   	
  	
   	
   	
   	
   	
  Crumb	
  	
  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
1

    
0
1
1

    
000
001
000

M(R)=	
  	
  	
  	
  



Digraph	
  Representa*on	
  

The	
  another	
  way	
  of	
  represen?ng	
  a	
  rela?on	
  R	
  
on	
  a	
  set	
  A	
  is	
  with	
  a	
  digraph	
  which	
  stands	
  
for	
  “directed	
  graph”.	
  	
  The	
  set	
  A	
  is	
  
represented	
  by	
  nodes	
  (or	
  ver*ces)	
  and	
  
whenever	
  (a,b)	
  ε	
  R	
  	
  	
  occurs,	
  a	
  directed	
  
edge	
  (or	
  arrow)	
  aàb	
  is	
  created.	
  	
  Self	
  
poin?ng	
  edges	
  (or	
  loops)	
  are	
  used	
  to	
  
represent	
  (a,a)	
  ε	
  R.	
  

	
  



Digraph	
  Representa*on	
  
	
  	
  R	
  	
  

1 	
   	
   	
   	
  1	
  
2 	
   	
   	
   	
  2	
  
3 	
   	
   	
   	
  3	
  
4 	
   	
   	
   	
  4	
  
A:	
  	
  	
  

1	
  

2	
  

3	
  

4	
  



Proper*es	
  of	
  Binary	
  Rela*ons	
  

•  Let	
  R	
  be	
  a	
  binary	
  rela?on	
  on	
  A	
  (i.e.	
  R	
  ⊆	
  	
  A	
  x	
  A)	
  
– R	
  is	
  reflexive	
  if	
  for	
  all	
  a	
  ε	
  A,	
  (a,a)	
  ε	
  R.	
  
– R	
  is	
  symmetric	
  if	
  (a,b)	
  ε	
  R,	
  (b,a)	
  ε	
  R.	
  
– R	
  is	
  transi?ve	
  if	
  (a,b)	
  ε	
  R,	
  (b,c)	
  ε	
  R,	
  then	
  (a,c)	
  ε	
  R.	
  
– R	
  is	
  an?symmetric	
  if	
  (a,b)	
  ε	
  R	
  and	
  (b,a)	
  ε	
  R,	
  a	
  =	
  b.	
  

•  A	
  rela?on	
  R	
  defined	
  on	
  A	
  is	
  an	
  equivalence	
  
rela?on	
  if	
  R	
  is	
  reflexive,	
  symmetric	
  and	
  transi?ve.	
  

•  A	
  rela?on	
  R	
  is	
  a	
  par?al	
  order	
  on	
  A	
  if	
  R	
  is	
  reflexive,	
  
an?symmetric	
  and	
  transi?ve.	
  	
  



Spo�ng	
  various	
  proper?es	
  of	
  a	
  
rela?on	
  from	
  its	
  diagram	
  



Proper*es	
  of	
  Binary	
  Rela*ons	
  



Visualizing	
  the	
  Proper*es	
  

For	
  rela?ons	
  R	
  on	
  a	
  set	
  A.	
  
Q:	
  	
  What	
  does	
  MR	
  look	
  like	
  when	
  when	
  R	
  is	
  
reflexive?	
  



Visualizing	
  the	
  Proper*es	
  

A:	
  	
  Reflexive.	
  	
  Upper-­‐Lel	
  corner	
  to	
  Lower-­‐
Right	
  corner	
  diagonal	
  is	
  all	
  1’s.	
  EG:	
  

	
  
	
  
	
  	
  MR	
  	
  =	
  

	
  
	
  
Q:	
  	
  How	
  about	
  if	
  R	
  is	
  symmetric?	
  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1***
*1**
**1*
***1



Visualizing	
  the	
  Proper*es	
  

A:	
  	
  A	
  symmetric	
  matrix.	
  	
  i.e.,	
  flipping	
  across	
  
diagonal	
  does	
  not	
  change	
  matrix.	
  	
  EG:	
  

	
  
	
  
	
  	
  MR	
  	
  =	
  

	
  
	
   ⎟⎟

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

*101
1*01
00*0
110*



Equivalence	
  classes	
  and	
  par**on	
  



Equivalence	
  classes	
  and	
  par**on	
  
R	
  is	
  defined	
  on	
  A	
  =	
  {-­‐1,	
  1,	
  2,	
  3,	
  4}	
  



Par**on	
  of	
  a	
  Set	
  

•  Given	
  a	
  set	
  A,	
  a	
  collec?on	
  {A1,	
  A2,	
  ...,	
  Ak}	
  of	
  non-­‐
empty,	
  pair-­‐wise	
  disjoint	
  subsets	
  of	
  A	
  is	
  a	
  par??on	
  of	
  
A	
  if	
  the	
  union	
  of	
  sets	
  A1,	
  A2,	
  ...,	
  Ak	
  is	
  	
  A.	
  
–  Z	
  =	
  set	
  of	
  integers;	
  Zeven	
  =	
  set	
  of	
  even	
  integers	
  
	
  Zodd	
  =	
  set	
  of	
  odd	
  integers.	
  

Clearly,	
  {Zeven,	
  Zodd}	
  is	
  a	
  par??on	
  of	
  Z.	
  

•  Theorem	
  7.7	
  (text	
  page	
  369):	
  If	
  A	
  is	
  a	
  set,	
  then	
  
–  any	
  equivalence	
  rela?on	
  R	
  on	
  A	
  par??ons	
  A	
  into	
  disjoint	
  
subsets	
  {[a]:	
  a	
  ε	
  A}.	
  

–  Any	
  par??on	
  of	
  A	
  gives	
  rise	
  to	
  an	
  equivalence	
  rela?on	
  R	
  
on	
  A.	
  



Par**on	
  of	
  a	
  Set	
  

•  Example:	
  Consider	
  R=	
  ‘mod	
  3’	
  rela?on	
  on	
  the	
  set	
  of	
  
integers	
  Z.	
  We	
  have	
  shown	
  in	
  the	
  class	
  that	
  R	
  is	
  an	
  
equivalence	
  rela?on.	
  The	
  equivalence	
  classes	
  give	
  
the	
  following	
  par??on	
  of	
  Z:	
  
{{…,-­‐3,0,3,6,9,	
  …},{…,-­‐2,1,4,7,…},{…,	
  -­‐1,2,5,8,	
  …}}	
  

•  	
  We	
  can	
  write	
  more	
  compactly	
  as	
  {[0],	
  [1],	
  [2]}.	
  



Par*al	
  Orders	
  :	
  Hasse	
  Diagrams	
  



Par*al	
  Orders	
  :	
  Hasse	
  Diagrams	
  

•  The	
  Hasse	
  diagram	
  of	
  the	
  poset,	
  	
  (P(X),	
  ⊆),	
  is	
  shown	
  
below	
  where	
  X	
  =	
  {0,1,2}.	
  In	
  Hasse	
  diagram,	
  	
  x	
  is	
  drawn	
  
below	
  y	
  if	
  (x,y)	
  ε	
  R;	
  all	
  the	
  reflexive	
  and	
  transi?ve	
  arcs	
  
are	
  not	
  included;	
  the	
  direc?on	
  of	
  the	
  arcs	
  are	
  ignored	
  
(knowing	
  that	
  arcs	
  are	
  always	
  pointed	
  upwards).	
  



•  The	
  Hasse	
  diagram	
  of	
  the	
  poset	
  ({0,1,2,3,	
  …,	
  11,12},	
  ‘|’)	
  below	
  
shows	
  how	
  the	
  elements	
  of	
  the	
  set	
  are	
  related.	
  

•  A	
  path	
  from	
  1	
  to	
  0,	
  say,	
  <1,3,6,12,0>	
  	
  indicates	
  that	
  the	
  
elements	
  on	
  the	
  path	
  are	
  related,	
  i.e.	
  for	
  any	
  a,	
  b	
  on	
  the	
  path,	
  
either	
  (a,b)	
  ε	
  R	
  or	
  (b,a)	
  ε	
  R.	
  Here	
  R	
  is	
  the	
  rela?on	
  ‘|’.	
  	
  

•  If	
  a	
  and	
  b	
  lie	
  on	
  two	
  different	
  paths	
  (say	
  8	
  and	
  12),	
  neither	
  
(a,b)	
  nor	
  (b,a)	
  is	
  in	
  R.	
  

Par*al	
  Orders	
  :	
  Hasse	
  Diagrams	
  



•  Consider	
  the	
  posets	
  (N,	
  <=)	
  and	
  (Z,<=).	
  Note	
  that	
  for	
  any	
  
two	
  elements	
  a	
  and	
  b	
  of	
  N	
  or	
  Z,	
  either	
  (a	
  <=b)	
  or	
  (b<=	
  a).	
  
Therefore,	
  elements	
  a	
  and	
  b	
  are	
  related.	
  The	
  Hasse	
  
diagram	
  of	
  these	
  posets	
  looks	
  like	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  poset(N,<=)	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  poset(Z,<=)	
  
•  These	
  posets	
  realize	
  total	
  order	
  of	
  the	
  elements	
  of	
  N	
  and	
  
Z.	
  

Par*al	
  Orders	
  :	
  Hasse	
  Diagrams	
  





Number	
  Theory	
  

Sec?on	
  4.3,	
  4.4,	
  4.5	
  



Importance	
  of	
  Number	
  Theory	
  
•  Before	
  the	
  dawn	
  of	
  computers,	
  many	
  viewed	
  
number	
  theory	
  as	
  last	
  bas?on	
  of	
  “pure	
  math”	
  
which	
  could	
  not	
  be	
  useful	
  and	
  must	
  be	
  enjoyed	
  only	
  
for	
  its	
  aesthe?c	
  beauty.	
  

•  Number	
  theory	
  is	
  crucial	
  for	
  encryp?on	
  algorithms.	
  	
  	
  



Divisors	
  

•  Let	
  a,	
  b	
  and	
  c	
  be	
  integers	
  such	
  that	
  a	
  =	
  b	
  ·∙c.	
  	
  
– b	
  and	
  c	
  	
  are	
  factors	
  of	
  a,	
  while	
  a	
  is	
  said	
  to	
  be	
  a	
  
mul*ple	
  of	
  b	
  (as	
  well	
  as	
  of	
  c).	
  	
  	
  

– The	
  pipe	
  symbol	
  “|”	
  denotes	
  “divides”	
  so	
  the	
  
situa?on	
  is	
  summarized	
  by:	
  

b	
  |	
  a	
  	
  ∧	
  c	
  |	
  a	
  .	
  



Divisors.	
  
Examples	
  

	
  
•  77	
  |	
  7:	
  	
  false	
  bigger	
  number	
  can’t	
  divide	
  smaller	
  
posi?ve	
  number	
  

•  7	
  |	
  77:	
  	
  true	
  because	
  77	
  =	
  7	
  · 11	
  
•  24	
  |	
  24:	
  true	
  because	
  24	
  =	
  24	
  · 1	
  
•  0	
  |	
  24:	
  false,	
  only	
  0	
  is	
  divisible	
  by	
  0	
  
•  24	
  |	
  0:	
  true,	
  0	
  is	
  divisible	
  by	
  every	
  number	
  (0	
  =	
  24	
  

· 0)	
  
•  Ques*on:	
  	
  How	
  many	
  posi?ve	
  mul?ples	
  of	
  15	
  are	
  
less	
  than	
  100?	
  



Divisor	
  Theorem	
  

Theorem:	
  	
  Let	
  a,	
  b,	
  and	
  c	
  	
  be	
  integers.	
  	
  Then:	
  

•  a|b	
  ∧	
  a|c	
  	
  à	
  a|(b	
  +	
  c	
  )	
  
•  a|b	
  à	
  a|bc	
  
•  a|b	
  ∧	
  b|c	
  	
  à	
  a|c	
  
•  Let	
  x	
  =	
  y	
  +	
  z	
  for	
  some	
  integers	
  x,	
  y	
  and	
  z.	
  
–  If	
  a	
  divides	
  two	
  of	
  the	
  three	
  integers,	
  a	
  divides	
  the	
  third	
  

integer.	
  
•  If	
  a|b	
  ∧	
  b|c	
  	
  à	
  a	
  |	
  sb	
  +	
  tc	
  for	
  all	
  integers	
  s	
  and	
  t.	
  
–  sb	
  +	
  tc	
  is	
  known	
  as	
  the	
  linear	
  combina?on	
  of	
  a	
  and	
  b	
  



Prime	
  Numbers	
  

•  Defini?on:	
  A	
  number	
  n	
  ≥	
  2	
  prime	
  if	
  it	
  is	
  only	
  
divisible	
  by	
  1	
  and	
  itself.	
  	
  

•  A	
  number	
  n	
  ≥	
  2	
  which	
  isn’t	
  prime	
  is	
  called	
  
composite.	
  

•  Ques?on:	
  	
  Which	
  of	
  the	
  following	
  are	
  prime?	
  
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10	
  

–  	
  Note	
  that	
  0	
  and	
  1	
  are	
  not	
  prime.	
  



Fundamental	
  Theorem	
  of	
  
Arithme?c	
  

Theorem:	
  	
  
	
  Any	
  number	
  n	
  >	
  1	
  is	
  expressible	
  as	
  a	
  unique	
  
	
  product	
  of	
  1	
  or	
  more	
  prime	
  numbers.	
  



Primality	
  tes?ng	
  

•  Prime	
  numbers	
  are	
  very	
  important	
  in	
  
encryp?on.	
  Essen?al	
  to	
  be	
  able	
  to	
  verify	
  if	
  a	
  
number	
  is	
  prime	
  or	
  not.	
  

•  Tes?ng	
  if	
  n	
  is	
  a	
  prime.	
  
–  	
  Consider	
  all	
  integers	
  greater	
  than	
  1	
  and	
  less	
  than	
  
n	
  to	
  see	
  if	
  nis	
  a	
  composite.	
  

– Don’t	
  try	
  number	
  bigger	
  than	
  	
  	
  
– Aler	
  trying	
  2,	
  don’t	
  try	
  any	
  other	
  even	
  numbers.	
  
–  In	
  general	
  try	
  only	
  smaller	
  prime	
  numbers.	
  

n



Division	
  

•  Theorem:	
  	
  Let	
  a	
  be	
  an	
  integer,	
  and	
  b	
  be	
  a	
  posi?ve	
  
integer.	
  	
  There	
  are	
  unique	
  integers	
  q,	
  r	
  	
  with	
  r	
  ∈	
  
{0,1,2,…,b-­‐1}	
  sa?sfying	
  

a	
  =	
  qb	
  +	
  r	
  
•  a	
  is	
  called	
  the	
  dividend;	
  q	
  is	
  called	
  the	
  quo*ent	
  and	
  r	
  
is	
  called	
  the	
  remainder.	
  

•  The	
  theorem	
  is	
  called	
  the	
  division	
  algorithm.	
  
	
  



Greatest	
  Common	
  Divisor	
  
Rela?vely	
  Prime	
  

•  Defini?on:	
  Let	
  a,b	
  be	
  integers,	
  not	
  both	
  zero.	
  	
  The	
  
greatest	
  common	
  divisor	
  of	
  a	
  and	
  b	
  	
  (or	
  gcd(a,b)	
  )	
  
is	
  the	
  biggest	
  number	
  d	
  which	
  divides	
  both	
  a	
  and	
  
b.	
  

•  Equivalently:	
  	
  gcd(a,b)	
  is	
  smallest	
  number	
  which	
  
divisibly	
  by	
  any	
  x	
  dividing	
  both	
  a	
  and	
  b.	
  

•  Defini?on:	
  a	
  and	
  b	
  are	
  said	
  to	
  be	
  rela4vely	
  prime	
  
if	
  gcd(a,b)	
  =	
  1,	
  so	
  no	
  prime	
  common	
  divisors.	
  

	
  



L9	
  

Greatest	
  Common	
  Divisor	
  
	
  

Ques?on:	
  	
  Find	
  the	
  following	
  gcd’s	
  
– gcd(11,77)	
  
– gcd(33,77)	
  
– gcd(24,36)	
  
– gcd(24,25)	
  
– gcd(12,0)	
  
– gcd(77,33)	
  

	
  



Greatest	
  Common	
  Divisor	
  
	
  



Greatest	
  Common	
  Divisor	
  Algorithm	
  
	
  



Greatest	
  Common	
  Divisor	
  
Rela?vely	
  Prime	
  

•  Pairwise	
  rela4vely	
  prime:	
  	
  the	
  numbers	
  a,	
  b,	
  
c,	
  d,	
  …	
  	
  are	
  said	
  to	
  be	
  pairwise	
  rela?vely	
  
prime	
  if	
  any	
  two	
  dis?nct	
  numbers	
  in	
  the	
  list	
  
are	
  rela?vely	
  prime.	
  

•  Q:	
  	
  Find	
  a	
  maximal	
  pairwise	
  rela?vely	
  prime	
  
subset	
  of	
  

{	
  44,	
  28,	
  21,	
  15,	
  169,	
  17	
  }	
  
–  {17,	
  169,	
  28,	
  15}	
  is	
  one	
  answer.	
  
–  {17,	
  169,	
  44,	
  15}	
  is	
  another	
  answer.	
  


