
Class	  notes	  on	  sec+ons	  4.2,	  5.1,	  5.2	  
and	  5.3	  

•  Topics	  covered:	  
– Recursive	  defini1on	  
– Rudimentary	  discussion	  on	  rela1ons	  
– Func1ons:	  injec1ve,	  surjec1ve	  and	  bijec1ve	  



Recursive	  Defini+ons	  

•  Recursively	  defined	  sequence	  
– Consider	  the	  Fibonacci	  sequence:	  

	  {Fn}	  =	  1,	  1,	  2,	  3,	  5,	  ….	  
	  Here	  F1=1,	  F2=1,	  F3=2,	  …..	  
	  Recursive	  Defini+on	  of	  {Fn}	  
•  Ini1aliza1on:	  	   	  F1	  =	  1,	  F2=2	  
•  Recursion 	   	  Fn	  	  =	  Fn-‐1	  +	  Fn-‐2,	  n	  >=	  3	  



Recursive	  Defini+ons	  (contd.)	  

•  Recursively	  defined	  func1ons	  
– Consider	  the	  factorial	  func1on:	  

	  n!	  =	  1.2.3.	  ….(n-‐2)(n-‐1)n	  
	  Here	  0!=0,	  1!=1,	  2!=2	  
	  Recursive	  Defini+on	  of	  n!	  
•  Ini1aliza1on:	  	   	  1!	  =	  1	  
•  Recursion 	   	  n!	  	  =	  n.(n-‐1)!,	  n	  >=	  2	  



Recursive	  Defini+ons	  (contd.)	  



Recursive	  Defini+ons	  (contd.)	  

•  Recursively	  defined	  mathema1cal	  nota1ons	  
– Consider	  the	  sum	  

	  Sn	  =	  a1+a2+	  ….	  +an	  
	  Here	  S0=0,	  S1	  =	  a1,	  S2=a2	  
	  Recursive	  Defini+on	  of	  Sn	  
•  Ini1aliza1on:	  	   	  S1	  =	  a1	  
•  Recursion 	   	  Sn=	  Sn-‐1	  +	  an,	  n	  >=	  2	  

– Similar	  defini1ons	  can	  be	  described	  for	  the	  
product	  
Pn=	  a1a2…..an	  where	  P1	  =	  a1.	  



Recursive	  Defini+ons	  (contd.)	  

•  Recursively	  defined	  sets	  (defining	  the	  
elements	  of	  a	  set	  recursively)	  
– Consider	  the	  set	  S	  of	  prices	  (cents)	  payable	  using	  
quarters	  and	  dimes.	  

	  	  	  	  Recursive	  Defini+on	  of	  S	  
•  Ini1aliza1on:	  	   	  0	  ε	  S	  
•  Recursion 	   	  If	  x	  ε	  S,	  x+10	  ε	  S	  and	  x+25	  ε	  S.	  
Note	  that	  only	  the	  dis1nct	  elements	  of	  S	  are	  kept.	  

–  Recursive	  defn.	  of	  +ve	  and	  –ve	  powers	  of	  2	  
•  Ini1aliza1on:	  	  1	  ε	  T	  
•  	  IF	  x	  ε	  T,	  2x	  ε	  T	  and	  x/2	  ε	  T.	  



Recursive	  Defini+ons	  (contd.)	  

•  Recursively	  defined	  sets	  (defining	  the	  
elements	  of	  a	  set	  recursively)	  
– Consider	  the	  power	  set	  of	  A.	  
	  



Recursive	  Defini+ons	  (contd.)	  

•  Recursively	  defined	  character	  strings	  
–  Defn:	  A	  string	  is	  a	  finite	  sequence	  of	  0	  (null	  

string)	  or	  more	  le^ers	  of	  alphabet	  Σ.	  
	  For	  binary	  strings	  the	  alphabet	  set	  Σ	  =	  {0,1}.	  

	  
	  Defining	  binary	  strings	  B	  recursively:	  
•  Ini1aliza1on:	  	  {}	  ε	  B	  
•  	  IF	  u	  ε	  B,	  u	  ||	  ’0’	  ε	  B	  and	  u	  ||	  ’1’	  ε	  B.	  
Here	  ||	  indicates	  concatena1on.	  



Recursive	  Defini+ons	  
•  Factorial	  
•  Fibonacci	  sequence	  

•  Binomial	  Coefficients	  	  
“n-‐choose-‐k	  ”	  

•  Addi1on	  of	  non-‐
nega1ve	  integers	  

•  Summa1on	  Nota1on	  

•  Product	  Nota1on	  
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Applica+ons	  of	  Recursions	  

•  Example:	  Find	  the	  recurrence	  for	  the	  number	  of	  n	  digit	  
binary	  sequences	  with	  no	  pair	  of	  consecu1ve	  1’s.	  
–  	  Let	  A(n)	  denote	  the	  number	  of	  n	  digit	  binary	  
sequences	  with	  no	  pair	  of	  consecu1ve	  1s.	  

–  	  To	  write	  A(n)	  we	  condi1on	  on	  the	  last	  digit.	  If	  it	  is	  0,	  
the	  number	  of	  such	  sequence	  is	  A(n-‐1).	  If	  it	  is	  1,	  the	  
penul1mate	  digit	  must	  be	  0,	  and	  the	  number	  of	  such	  
sequences	  sought	  is	  A(n-‐2).	  

– Thus	  A(n)	  =	  A(n-‐1)+A(n-‐2)	  (induc1ve	  step)	  
– Basis	  step:	  A(1)	  =	  2;	  A(2)	  =	  3	  



Rela+ons	  
(sec1ons	  5.1)	  

•  Let	  A	  and	  B	  are	  sets;	  	  A	  x	  B	  =	  {(a,b)	  |	  a	  ε	  A	  and	  b	  ε	  B};	  
	  (a,b)	  are	  ordered	  pairs,	  also	  known	  as	  2-‐tuple.	  

•  The	  universes	  of	  A	  and	  B	  could	  be	  different.	  
•  R	  x	  R	  =	  {(x,y)|	  x,y	  ε	  R}	  is	  the	  two-‐dimensional	  real	  plane.	  
•  Binary	  rela1on:	  
–  For	  sets	  A	  and	  B,	  any	  subset	  of	  	  AxB	  is	  a	  binary	  rela1on	  from	  A	  
to	  B.	  Any	  subset	  of	  A	  x	  A	  is	  called	  binary	  rela1on	  on	  A.	  

–  A	  =	  Z+;	  {(x,y)|	  x	  	  <=	  	  y}	  is	  a	  rela1on	  on	  A.	  



Rela+ons	  
(sec1ons	  5.1)	  

•  Let	  A1,	  A2,	  …	  ,	  An	  be	  sets.	  	  An	  n-‐ary	  rela1on	  on	  these	  
sets	  (in	  this	  order)	  is	  a	  subset	  of	  	  A1×A2×	  …	  ×An.	  

•  Most	  of	  the	  1mes	  we	  consider	  n	  =	  2.	  



Rela+ons	  as	  Subsets	  
A:	  	  Siblinghood.	  	  A	  =	  {people}	  
Because	  rela1ons	  are	  just	  subsets,	  all	  the	  usual	  set	  

theore1c	  opera1ons	  are	  defined	  between	  rela1ons	  
which	  belong	  to	  the	  same	  Cartesian	  product.	  

Q:	  	  Suppose	  we	  have	  rela1ons	  on	  {1,2}	  given	  by	  R	  =	  {(1,1),	  
(2,2)},	  S	  =	  {(1,1),(1,2)}.	  	  Find:	  

1.  The	  union	  R	  ∪S	  
2.  The	  intersec1on	  R	  ∩	  S	  
3.  The	  symmetric	  difference	  R	  ⊕S	  
4.  The	  difference	  R-‐S	  
5.  The	  complement	  	  of	  R	  
	  
	  



Rela+ons	  as	  Subsets	  
A:	  R	  =	  {(1,1),(2,2)},	  S	  =	  {(1,1),(1,2)}	  
1.  	  R	  ∪S	  =	  {(1,1),(1,2),(2,2)}	  
2.  	  R	  ∩S	  =	  {(1,1)}	  
3.  	  R	  ⊕S	  =	  {(1,2),(2,2)}.	  
4.  	  R-‐S	  =	  {(2,2)}.	  
5.  	  R	  =	  {(1,2),(2,1)}	  
	  



Func+ons	  (5.1,5.2,5.3)	  

•  For	  non-‐empty	  sets	  A	  and	  B,	  a	  func1on	  (mapping)	  f	  
from	  A	  to	  B	  (f:	  A	  à	  B)	  is	  a	  rela1on	  f	  (a	  subset	  of	  AxB)	  
from	  A	  to	  B	  in	  which	  every	  element	  a	  ε	  	  A,	  the	  
rela1on	  f	  contains	  exactly	  one	  pair	  of	  the	  form	  (a,b).	  
The	  element	  (a,b)	  ε	  f	  is	  abbreviated	  as	  f(a)	  =	  b.	  

•  A	  is	  the	  domain	  of	  f	  
–  	  B	  is	  the	  codomain	  of	  f	  
–  	  if	  f(a)	  =	  b,	  b	  is	  the	  image	  of	  a;	  a	  is	  the	  preimage	  of	  b	  
–  	  f	  is	  treated	  as	  a	  set	  	  
–  The	  range	  of	  f	  is	  the	  set	  {f(a):	  a	  ε	  A}	  =	  {b|(a,b)	  ε	  f}.	  The	  
range	  is	  the	  set	  of	  all	  possible	  “output	  values”	  for	  f.	  



Example	  
	  
•	  f(a)	  =	  z	  
•	  the	  image	  of	  d	  is	  z	  
•	  the	  domain	  of	  f	  is	  A	  =	  {a,	  b,	  c,	  d}	  
•	  the	  codomain	  is	  B	  =	  {x,	  y,	  z}	  
•	  f(A)	  =	  {y,	  z}	  
•	  the	  preimage	  of	  y	  is	  b	  
•	  the	  preimages	  of	  z	  are	  a,	  c	  and	  d	  
•	  f({c,d})	  =	  {z}	  
•  The	  range	  of	  f	  is	  {y,z}	  
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Func+ons	  

•  f:	  Aà	  B	  means	  
– all	  a	  ε	  A	  have	  an	  image	  b	  ε	  B	  
– some	  b	  ε	  B	  may	  not	  have	  a	  preimage	  a	  ε	  V	  
– some	  b	  ε	  B	  may	  have	  more	  than	  one	  preimages	  a	  ε	  B	  

•  f(A)	  denotes	  the	  subset	  X	  ⊆	  B	  such	  that	  for	  any	  	  	  x	  
ε	  X,	  there	  exists	  an	  element	  a	  ε	  A	  such	  that	   	  
	  f(a)	  =	  x,	  and	  for	  any	  y	  ε	  B-‐X,	  there	  does	  not	  exist	  
any	  a	  ε	  A	  such	  that	  	  f(a)	  =	  y.	  
–  	  X	  is	  called	  the	  range	  of	  f.	  



Func+ons	  

•  Three	  things:	  
– A	  func1on	  can	  be	  viewed	  as	  sending	  (mapping)	  
elements	  from	  one	  set	  A	  to	  another	  set	  B.	  

– Such	  a	  func1on	  can	  be	  regarded	  as	  a	  rela1on	  from	  
A	  à	  B.	  

– For	  every	  input	  value	  a	  (of	  A),	  there	  is	  exactly	  one	  
output	  value	  f(a).	  (Ver1cal	  line	  test)	  	  	  	  	  	  	  	  	  



Some	  useful	  func+ons	  

•  floor	  func1ons:	  real	  R	  à	  integer	  Z	  
– floor(x)	  =	  greatest	  integer	  ≤	  x	  
	   	   	   	  	  =	  ⎣x⎦	  

•  ceiling	  func1ons:	  real	  R	  à	  integer	  Z	  
– ceiling(x)	  =	  least	  integer	  ≥	  x	  

	  	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  =	  ⎡x⎤	  
•  	  ⎣3.5⎦	  =	  3;	  ⎣π⎦	  =	  3;	  ⎣-‐3.5⎦	  =	  -‐	  4	  
•  	  ⎡3.5⎤	  =	  4;	  ⎡π⎤	  =	  4;	  ⎡-‐3.5⎤	  =	  -‐3	  



Some	  examples	  

•  g:	  Z	  x	  Z	  à	  Z	  which	  is	  defined	  as	  	  
	  g((m,n))	  =	  g(m,n)	  =	  6m	  –	  9n.	  
–  	  Note	  that	  g	  =	  {((m,n),6m-‐9n)	  |	  (m,n)	  ε	  Z	  x	  Z}	  
– Domain	  is	  Z	  x	  Z	  
– Codomain	  is	  Z	  
–  	  Range	  is	  {	  3x	  :	  x	  ε	  Z}	  	  (why?	  Discussed	  in	  the	  class)	  

•  A	  =	  {p,q,r,s};	  B	  =	  {0,1,2};	  	  
f	  =	  {(p,0),	  (q,1),	  (r,2),	  (s,2)}	  
–  f	  is	  a	  func1on	  with	  domain	  A,	  codomain	  B	  and	  

range	  B.	  



Equality	  of	  func+ons	  

•  Two	  func1ons	  f:A	  à	  B	  and	  g:C	  à	  D	  are	  equal	  
if	  A=C,	  B=D	  and	  f(x)=g(x)	  for	  all	  x	  ε	  A.	  

•  Cau1on:	  f:Z	  à	  N	  and	  g:Z	  à	  Z,	  f(x)	  =	  |x|	  +2,	  
and	  g(x)	  =	  |x|	  +2	  are	  technically	  not	  equal.	  



Injec+ve	  (one-‐to-‐one)	  	  
Surjec+ve	  (onto)	  func+ons	  

•  A	  func1on	  f:	  A	  à	  B	  is:	  	  
–  Injec1ve	  (one-‐to-‐one)	  if	  for	  every	  x,y	  ε	  A,	  x	  ≠	  y,	  	  
f(x)	  ≠	  f(y).	  Equivalently:	  

– Surjec1ve	  (onto)	  if	  for	  every	  b	  ε	  B,	  there	  is	  an	  
element	  a	  ε	  such	  that	  f(a)	  =	  b.	  

– Bijec1ve	  (one-‐to-‐one	  and	  onto)	  if	  f	  is	  injec1ve	  and	  
bijec1ve.	  



one-‐to-‐one	  (injec+ve)	  func+ons	  

•  f:	  Z+	  à	  Z+	  where	  f(a)	  =	  a2	  is	  one-‐to-‐one	  
•  f:	  Z	  à	  Z+	  where	  f(a)	  =	  a2	  is	  not	  one-‐to-‐one	  
•  floor	  and	  ceiling	  func1on	  is	  not	  one-‐to-‐one.	  



	  onto	  (surjec+ve)	  func+ons	  

•  f:Z	  à	  Z,	  f(x)	  =	  x	  +	  1	  is	  onto.	  
•  ⎣.⎦:	  R	  à	  Z	  is	  onto,	  but	  not	  one-‐to-‐one	  
•  ⎡.⎤:	  R	  à	  Z	  is	  onto,	  but	  not	  one-‐to-‐one	  



one-‐to-‐one	  and	  onto	  (bijec+on)	  

•  f:	  R	  à	  R,	  f(x)	  =	  x	  +	  1	  is	  one-‐to-‐one	  correspondence	  
•  f:	  [0,1]	  à	  [0,1/3],	  f(x)	  =	  x/3	  is	  one-‐to-‐one	  and	  onto.	  
•  f:	  R	  à	  R+,	  f(x)	  =	  x2	  is	  not	  one-‐to-‐one,	  but	  onto.	  
•  f:	  R	  à	  R,	  f(x)	  =	  x3	  is	  injec1ve	  and	  surjec1ve.	  



How	  to	  show	  a	  func+on	  f:	  A	  à	  B	  is	  
injec+ve?	  

•  Direct	  approach:	  
– Consider	  arbitrary	  x,y	  ε	  A;	  x	  ≠	  y	  

	  ….	  	  Reduc1on	  steps	  with	  the	  goal	  to	  show	  that	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  f(x)	  ≠	  f(y)	  

•  Contraposi1on	  approach:	  
	  
–  Suppose	  x,y	  	  ε	  A;	  f(x)	  =	  f(y)	  

	  …..	  Reduc1on	  steps	  with	  the	  goal	  to	  show	  that	  x=y.	  

•  O~en	  contraposi1ve	  approach	  is	  easy	  when	  f	  
is	  an	  algebraic	  func1on	  



How	  to	  show	  a	  func+on	  f:	  A	  à	  B	  is	  
surjec+ve?	  

•  f	  is	  surjec1ve	  if	  for	  all	  b	  ε	  B,	  there	  exists	  a	  ε	  A	  
such	  that	  f(a)	  =	  b.	  That	  is	  	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  f	  is	  surjec1ve	  if	  	  
•  Contraposi1ve	  approach:	  	  
	  	  	  	  	  	  	  not	  (	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  )	  à	  f	  is	  not	  surjec1ve	  
	  	  	  	  	  	  	  i.e.	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  à	  f	  is	  not	  surjec1ve	  



How	  to	  show	  a	  func+on	  f:	  A	  à	  B	  is	  
surjec+ve?	  

•  f:	  R	  –	  {0}	  à	  R	  –	  {0},	  f(x)	  =	  1/x	  +1.	  Is	  it	  surjec1ve?	  
– Let	  b	  ε	  B	  be	  an	  arbitrary	  element.	  Let	  f(x)	  =	  b	  for	  some	  
x	  ε	  A.	  This	  means	  that	  	  
	   	  1/x	  +	  1	  =	  b	  

	  	  	  	  	  	  i.e.	  x	  =	  1/(b-‐1).	  Now	  x	  is	  not	  defined	  if	  b=1.	  
Therefore	  	  f,	  as	  defined	  above,	  is	  not	  an	  onto	  func1on.	  

•  Show	  that	  g	  :	  Z	  x	  Z	  à	  Z	  x	  Z,	  g(m,n)=(m+n,m+2n)	  
	  is	  bijec1ve.	  (Discussed	  in	  the	  class)	  

	  


